Chapitre 7

Développements limités

1 Développements limités

La notion de développement limité permet d’approximer une fonction au voisinage d’un
point par un polynéme. Plus ’ordre du développement est élevé meilleure est I’approximation.
Concrétement, pour étudier une expression au voisinage d’un point (comme le calcul d’une
limite par exemple), il suffira de remplacer les fonctions élaborées par leur développement
limité.

Définition 1.0.1 Soit f une fonction définie au voisinage de xo, mais pas forcément en
xg. On dit que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de xq, s’il existe
des nombres ag, a1, ..., a, €t une fonction € définie au voisinage de xqy vérifiant
fx) =ao+ai(x —xzo) + -+ an(zr —x0)" + (x — z0)"€e(x) et xling e(r)=0
—Z0
Le polynome ag+ay(x—x0)+- - -+ an(x—1x0)" s’appelle partie principale du développement
limité et le terme (x — xo)"e(xz) s’appelle le reste.

Remarque : Dire que f admet un développement limité a 'ordre n en xq signifie qu’il
existe des nombres ag, a1, ..., a, tels que

lim f(x) —ap—ar(z —x9) — - — ap(z — x0)"
T—T0 (x — xo)™

=0

Plus n est grand meilleure est donc approximation de f(x) par le polynéme ag + ai(x —
xo) + -+ + an(x — x20)™ au voisinage de xy.

Remarque : La fonction z — f(z) admet un développement limité d’ordre n au voisinage
de z si et seulement si la fonction h — f(xg+ h) admet un développement limité d’ordre
n au voisinage de 0. En effet :

Sil’on pose x =x9+ h

f(@)=ao+ai(x —x0) + -+ an(x —20)" + (¥ — 20)"€e(x)

équivaut a
flzo+h) =ap+arh+---+ayh™ + h"e(xo + h)
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114 CHAPITRE 7. DEVELOPPEMENTS LIMITES

et €(x) tend vers 0 quand z tend xq si et seulement si e(xg + h) tend vers 0 quand h tend
vers 0.
1l suffit donc d’étudier la théorie des développements limités au voisinage de 0.

Exemples :
e Soit n un entier naturel, pour tout x # 1 on a

1 xn+1

——=1+z+a’+ - +a2"+
1—2z 1-2z

Si 'on pose €(x) =

on a
1—=x

1
=14+a+2’+ - +a2"+2"(x) et lime(z)=0
1—=z z—0

La fonction x +— admet donc un développement limité a tout ordre au voisinage de

x
0, et on I'a déterminé. Evidemment la fonction € n’est pas toujours aussi simple, mais I’'on
ne cherche pas en général a la déterminer.

e Soit P(x) = ap+aiz+- - -+a,a? un polynome. Le polynéme P(x) admet un développement
limité en 0 & tout ordre n :

Sin>p, P(x) =ao+ a1z + -+ apa? + 2"€(x) avec e(x) = 0.

Sin<p, P(z) =ay+arx+---+apz" + 2" (app12+- - +apa?™") et €(x) = app1z+- -+
apxP™" tend vers 0 quand x tend vers 0.

Proposition 1.0.2 Unicité du D.L.- Le développement limité d’ordre n d’une fonction
f, sl existe, est unique.

Preuve : Supposons que f admette un développement limité a 'ordre n au voisinage de
0. On a

f(x) =ap+a1x+ -+ apz" +2"(x) avec lime(z)=0

z—0

On a lir% f(z) = ap. Le nombre ag est donc unique d’apres 'unicité de la limite.
Tr—

hH(l) W = ay. Le nombre a; est donc unique également.
€Tr—
Soit p un entier vérifiant 0 < p < n. Supposons que ag, a1, ..., ap—1 soient uniques. On a
. f@)—ap—arx — -+ —ap_q12P!
lim =ay
z—0 xP
et a, est unique d’apres I'unicité de la limite et des coefficients ag, a1, ..., ap—1.

Proposition 1.0.3 La partie principale du développement limité en 0 d’une fonction paire
(resp. impaire) est paire (resp. impaire).
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Preuve : Supposons que f admette le développement limité a ’ordre n suivant en 0
f(x) = P(x) + z"¢(x)

On a alors
f(=z) = P(=x) + 2"(=1)"e(—x)
et (—1)"e(—=x) tend vers 0 en 0 (comme €(x)). Si f est paire (resp. impaire) on a f(—x) =

f(x) (resp. f(—z) = —f(x)) et d’apres 'unicité du développement limité on a P(—x) =
P(z) (resp. P(—x) = —P(x)). Le polynéme P est donc pair (resp. impair).

2 Opérations sur les développements limités.

2.0.4 Intégration. Supposons que f soit dérivable au voisinage de 0 et f’(x) admette
un développement limité a I'ordre n en 0

f'(x) = P(z) + a"ei(x)
avec P(z) = ag + a1z + -+ - + apx™. Posons

Q(z) = apr + %xZ + ntzlfcnﬂ

On a Q'(x) = P(x) donc f'(x) —Q'(z) = 2™ (z). Donc d’apres le théoréeme des accroisse-
ments finis il existe 0 €]0, 1] tel que

f(@) = Q(z) = (£(0) = Q(0)) = z(f'(8z) — Q'(0)) = 2" 10" €1 (bz) = 2" ex(x)

avec lim ey(x) = linr(lJ 0"¢1(6z) = 0. Et puisque Q(0) =0 on a
€Tr—

z—0

a a
f(x) = f(0) + apx + Elx2 4o+ n—ﬁlxnﬂ + x”+162(:p)

Ce qui fournit la regle suivante :
Si f' admet un développement limité a l'ordre n en 0, f admet un développement limité

a lordre n +1 en 0 dont la partie principale s’obtient en intégrant la partie principale du
développement de f' et en choisissant f(0) comme constante d’intégration.

Exemples :
e On a )
1—:1+x+1‘2+~-—|—a:"_1+m”_16(33)
donc
2 3 n
—In(l—2z) = —1n1+x+%+%+---+%+x"e(:c)
2 1133 n

= TS T+ — o)
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e On a lim % = 1 donc on obtient le développement limité a 'ordre 1

z—0
sinx =z + ze(x)

Par intégration on obtient
72
—cosz = —cos0+ > + 22e(x)

donc
2

cosz =1— % + 2%e(x)

En intégrant a nouveau on obtient

3

sine = sinO—l—x—%—l—afse(:ﬁ)
, !
_ T3
= -5 + x°€(x)
e On a lim e = 1 donc
z—0
e’ =1+¢(x)

En intégrant et en utilisant e’ = 1 on obtient successivement

e’ = 14z +ze(x)
72
= 1+$+7+$26($)
2 3
= 1+x+%—l—%+x3e(w)

Exemple d’application des DL : Le prolongement par continuité en 0 de la fonction

T % (qui vaut 1 en 0) est-il dérivable en 07
sinx
Pour cela il faut étudier lirrb L . D’apres le développement limité a I'ordre 3 en 0 de
xr— €T

sinz on a
sinz = z + 2%¢(x)

avec lim e(z) = 0. On en déduit que

z—0

sinx .
. . sinx—x

lim —#—— = lim ——— = lim ¢(x) =0
z—0 x z—0 x z—0

sin x

£ est donc dérivable en 0 et sa

Le prolongement par continuité en 0 de la fonction x —
dérivée vaut 0.

Vous pouvez remarquer que le développement limité de sinz en 0 a I’ordre 1, qui se résume
sin x

sous la formelim = 1, ne suffit pas.

z—0 X

Exercice : Déterminer les développements limités a ’ordre 4 en 0 de cosx et e*.

. T_1—
et lim €£=1==
x

et—l—zx
2
T Jon.

. . . T __1— N
Exercice : Etudier lim €= lim
x z—0

xr—
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2.0.5 Substitution du type = — axP. Soit a un réel et p un entier. Supposons que
f(z) admette un développement limité a 'ordre n en 0. On a
f(x) =ao+ a1z + -+ apx" + 2"€¢(x)

On en déduit

f(az?) = ap + ajax? + asa®a® -+ anaz™ + a"z"Pe(axP)
€(x) tend vers 0 quand z tend vers 0 donc a™e(azP) tend vers 0 quand z tend vers 0.
f(axP) admet donc un développement limité a l’ordre np en 0.
Exemple : On a

1

1—=x

=l+a+ai+-+2" 1+ 2" e(a)

donc
1
1+zx

Par intégration on obtient alors

=1l—z+a® 4+ + (=) 2" 2" e(n)

2 23

In(l+z)=xz— 7+§ 7--~+(71)”_1%+x”6(a¢)

1

Exercice : Déterminer le développement limité a 'ordre 4 en 0 de o2

arctanz a ’ordre 5 en 0.

puis celui de

2.0.6 Somme. Soit :
f()=ao+arz+ - +apz" + 2" (x) et g(z)=byo+biz+ - +byx" +a2"ea(x)

Additionnons :

f(z) +9g(z) = (ap + bo) + (a1 + b1)x + -+ + (an + by)z" + 2"e3()

avec €3 = €1 + €9. €3 tend vers 0 deés que €1 et e tendent vers 0. Ce qui fournit la régle
suivante :

Si f et g admettent des développements limités d’ordre n, alors la fonction f + g admet
un développement limité d’ordre n dont la partie principale est la somme des parties prin-

cipale de f et g.

Exercice : Déterminer le développement limité & I’ordre 3 en 0 de chz.

2.0.7 Produit. Soit encore :

f(z) = A(z) + 2"e1(x) et g(x) = B(x) + 2"ea(x)
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Multiplions :
f(x)g(x) = A(2)B(x) + 2" (A(z)ex(x) + B(w)er(x) + z"e1(2)ea())
Gardons dans A(x)B(x) les termes de degré inférieur ou égal & n:
A(z)B(z) = C(x) + 2" D(z) = C(z) + 2"e3(x)

ou D(z) est un polynome et e3(x) = xD(x) tend vers 0 quand x tend vers 0. Le produit
f(x)g(x) se mettra donc sous la forme :

f()g(x) = C(x) + 2" ea(x)

avec €4(z) = e3(z) + A(x)ea(x) + B(z)er(x) + 2"€1(z)e2(z) qui tend vers 0 quand z tend
vers 0. d’olu la regle :

Le produit admet un développement limité d’ordre n dont la partie principale s’obtient en
prenant dans le produit des parties principales les termes de degré inférieur ou égal a n.

Exercice : Déterminer le développement limité & l'ordre 3 en 0 de (1 + z)e” et le
x

développement limité a ’ordre 2 en 0 de
—x

2.0.8 Composition.
f(x) = A(z) +a"e(z) et g(x) = B(x) +z"ex(x)

Notons A(x) = ag + a1x + -+ - + apz™ et B(x) = by + bix + - -+ + byz™ et supposons que
hH(l) g(z) = 0, c’est-a-dire by = 0.
xr—

Composons :

flg(x)) = A(B(x) + 2"ex(x)) + (B(x) + 2"ex(x))"e1(B(z) + 2"e2(x))

- (B(x) + 2"e2(x))" = 2™(by + baw + - -+ + bpa™ ! + 2" Ley(2))" = 2"h(x) ou h(x) est
bornée au voisinage de 0.

- Si Pon pose e3(z) = h(z)er(B(z) + x"e2(x)) par composition des limites on obtient
lir% e3(x) = 0.
r—

- A(B(x)+a"ex(x))—A(B(x)) = ké ar [(B(z) + 2"ex(w))F — B(a)"] = kf_jl axames (z)u(2)
ott les fonctions wuy, sont bornées au voisinage de 0. Donc A(B(x) + a:"q(x)) = A(B(x)) +

x"ey(x) avec lir% ea(x) = 0.
z—

On obtient donc f(g(x)) = A(B(x)) + z"e5(x) avec lin% e5(x) = 0. Ce qui fournit la regle

suivante :

Si f et g admettent des développements limités d’ordre n en 0 et lin%g(x) = 0, alors la
Tr—

composée fog admet un développement limité d’ordre n dont la partie principale s’obtient
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en prenant dans la composée des parties principales les termes de degré inférieur ou égal
an.

Exemple : Pour tout n, ¢ admet un développement limité a 1'ordre n en 0 et sinx
admet un développement limité a I'ordre n en 0 et lim sinxz = 0, donc "% admet un

x—0

développement limité a 'ordre n en 0. Déterminons ce développement limité dans le cas
n = 3.
sinz =z — 23/6 + 2361 (z) et e = 1+ u + u?/2 + u®/6 + udea(u) donc

ST = 14 (2 —2%/6) + (x — 23/6)2/2 + (z — 2°/6)3 /6 + 2Pe3(x)
Lo —a°/6+2%/2+2° /6 + a’eq(2)
= 14 z+22/2+ 2%4(x)

Exercice : Déterminer le développement limité a ’ordre 2 en 0 de e“*7.

2.0.9 Quotient. Supposons que f(x) et g(x) admettent des développements limités a
Pordre n en 0 et que lir% g(xz) = bg soit # 0. On a
xr—

I _ pay L= pa

1 1 1
g9(z) g9(z)

b bo—g(x
bOl— Obfé()

—g(z)

ﬁ admet un développement limité a 'ordre n en 0, bOT aussi, et lin% bO_—fJ'(x) =0,
Tr—>

la composée admet donc un développement limité a 'ordre n en O. é admet donc un
développement limité a 'ordre n en 0, donc le produit par f également. Ce qui fournit la
regle suivante :

Si f et g admettent des développements limités d’ordre n en 0 et lin% g(x) #0, le quotient
€Tr—

i admet un développement limité d’ordre n.
g

Exemple : Déterminons le développement limité a ’ordre 3 en 0 de tan x.

sinzx

tanx =
CcCoS T

1

TOSmEET (1 —cosx)

1—cosz =2%/2+ 236 (2) et &= =1+ u+u? + u® + udez(u) donc
1

T 0 ) 1+2%/2+ (2%/2)* + (27/2)° + 2%e3()

= 14 2%/2+ 23¢4(2)
sinz =z — 23/6 + 2%e5 () donc

tanz = (x—2°/6)(1+2%/2) + z3e6(z)
= o+2%/3+23er(a)
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Exercice : Déterminer le développement limité a ’ordre 3 en 0 de thx et le développement

limité a ’ordre 2 en 0 de .
et +1

2.0.10 Translation et développement limité en un point autre que 0. On veut
déterminer un développement limité de f(z) en zg. On pose z = z9 + h et f(z) =
f(xo+ h) = g(h). Si g(h) admet un développement limité & 'ordre n en 0 on a

g(h) =ap+ath+ -+ a,h”™ + h"e(h)
On a alors
f(z) =ao+ai(z —z0) + -+ an(z — 20)" + (v — z0)"e(x — x0)
et f admet un développement limité a l’ordre n en xg.

Exemple : Déterminons le développement limité a 'ordre 2 en 2 de Inz. On pose z = 2+h
et

Inz = In(2+h)

= ln2—|—ln(1—|—g)

_ h (57,

= ln2+§—7+h€(h)

- m2+;x—m—é@—2f+@—m%@—m

. 7 . Ve . . 7\ ﬂ- . \
Exercice : Déterminer le développement limité a 'ordre 3 en 5 de cosx et celui de e” a

lordre 2 en 1.

3 Formule de Taylor-Young

On rappelle que lorsqu’une fonction f est définie dans un voisinage de x( et dérivable en
xq il existe une fonction € définie au voisinage de xg vérifiant

f(x) = f(zo) + f'(x0) (@ — z0) + (x — m0)e(x) et lim e(z) =0

T—T0

f admet donc un développement limité a ’ordre 1 en zg.

Nous allons généraliser cette propriété.

Théoréme 3.0.11 (Formule de Taylor-Young) Soit I un intervalle deR et f : I —
R une fonction n—1 fois dérivable (n € N*) sur I, et admettant une dérivée niéme en un
point xo de I. Alors il existe une fonction e tendant vers 0 quand x tend vers xg telle que

[ (o) oy £ (o)

2
o (T @)+ al

f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) +

(x —20)" + (x — x0)"€e(x)

f admet donc un développement limité a [’ordre n en xg.
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Définition 3.0.12 La formule précédente est appelée le développement de Taylor-Young
de la fonction f a Uordre n en xy. Le polynéme de la variable

f/l (xo)

2

(n)
(x—x0)2+-'-+fn—(!x0)(x—xo)”

Pyn(x) = f(@0) + f'(z0)(x — m0) +

est appelé partie principale et la quantité (z—z)"e(z) est appelée reste du développement
de Taylor-Young.

Preuve du théoréeme : La preuve se fait par récurrence sur n. Comme on ’a déja vu,
si n = 1 le théoreme est vrai. Supposons que le théoreme soit vrai pour un entier n > 1.
Nous allons montrer qu’il est vrai pour 'entier n + 1.

Soit f n fois dérivable sur I et n + 1 fois dérivable en . La fonction f’ est alors n — 1
fois dérivable sur I et n fois dérivable en xy. Nous voulons montrer que

f(@) = Prpii(z) = (x —20)"e(x) avec lim e(z) =0

T—x0

et

(n+1)
2 4o f<n++ (13)}?) (l‘ _ .CL‘())n+1

Pjpny1(x) = f(zo) + f'(w0)(z — x0) +

D’apres ’hypothese de récurrence

(@) = Ppy(x) + (x — z0)"e1(z) avec lim e(z) =0

T—T0

Remarquons maintenant que
Pf’,n(fﬂ) = P},n+1(ﬂf)
On a donc
(@) = Py (2) = (2 — m0)"er ()

D’apres le théoreme des accroissements finis il existe ¢ (dépendant & priori de x) compris
entre = et zq tel que

f(@) = Prnyr(x) = (f(20) = Prasa(wo)) = (2= 20)(f'(¢) = Pjpa(c))

Puisque Py ,41(z0) = f(z0) on obtient
f(@) = Prosa(a) + (z —x0)" ez (2)

avec

o) = (S22 a0

Tr — X

¢ étant compris entre x et xg on a

le2(2)] < fer(c)]
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Lorsque z tend vers zg, ¢ tend vers zp, donc €1(c) tend vers 0 et ex(x) tend vers 0. Le
théoreme est donc vrai pour l'entier n + 1.

Remarque : La formule de Taylor-Young va nous permettre de calculer les développements
limités de fonctions de références. Mais ce n’est pas en général la méthode la plus ap-
propriée pour déterminer le développement limité d’une fonction, le calcul des dérivées
successives pouvant se révéler tres compliqué. Il vaut mieux utiliser les opérations sur les
développements limités.

4 Développements limités de référence

Tous les développements limités de cette section sont a connaitre absolument.

Nous rappelons que

1
1—:1+x+x2+'--+x”+x”e(x)
-z
et
2 3 n
ln(1+:c):xf%+%7-~+(71)”_1%+x”6(x)

Nous allons obtenir les autres développements de référence par la formule de Taylor-Young
en 0.

e La fonction exponentielle est dérivable sur R et sa dérivée est elle-méme. Par récurrence
sur I'ordre de dérivation on obtient que la fonction exponentielle est indéfiniment dérivable
sur R et pour tout n dans N sa dérivée nieme est elle-méme. Puisque e’ = 1, la formule
de Taylor-Young donne

2 1,3 n

x x
ele—}—:v—i—g—}—?—%—---—i—m—kx”e(x)

e La fonction sinus est dérivable sur R et a pour dérivée la fonction cosinus. cosinus est
dérivable sur R donc sinus est 2 fois dérivable sur R et sin” = — sin. sin” est donc 2 fois
dérivable sur R et sin(® = sin. Par récurrence sur l'ordre de dérivation on obtient que
sinus est indéfiniment dérivable sur R et les dérivées successives de sin sont cos, — sin,
— cos, sin, cos, —sin, ... On a donc sin®” = (=1)"sin et sin"*Y = (=1)"cos et donc
sin®" 0 = (=1)"sin0 = 0 et sin®"*D 0 = (=1)" cos0 = (=1)". Le développement limité
a l'ordre 2n est donc

3 5 2n—1
LTI G AU -
SNz =2 — o5+ o - +(-1) (2n_1)!+x e()
Celui a l'ordre 2n + 1 est
3 5 2n+1
mr—z— 2 4+ 2 L (m) g2l
sing =2 — 5 + = +(-1) Gn 1)l +x e(x)




5. DEVELOPPEMENTS LIMITES DES FONCTIONS USUELLES 123

e La fonction cosinus est la dérivée de la fonction sinus donc est indéfiniment dérivable
sur R également. On a cos®*1) 0 = sin®"*2) 0 = 0 et cos®® 0 = sin®"+H 0 = (=1)". Le
développement limité a 'ordre 2n est donc

2 4 2n
S I G AU 2n
cosz =1 51 + 1 +(-1) o) + x“"e(x)
Celui a l'ordre 2n + 1 est
2 4 2n
T I I AU N A LS
cosz =1 5 + 1 +(-1) o)l + 2" e(x)

On peut aussi obtenir le développement de cosz par intégration du développement de
—sin .

e Soit a un réel. On pose f(z) = (1 + z)® pour x > —1. f est dérivable sur | — 1, +o0[ et
sur cet intervalle f'(z) = a(1+x)*" L. f’ est donc dérivable sur | — 1, +-0c[. Supposons que
f soit n fois dérivable sur | — 1, +o0[ et que sur cet intervalle f(™(z) = a(a—1)--- (a —
n+1)(14 z)* ™. Alors f est dérivable sur | — 1,400[. f est donc n + 1 fois dérivable
sur | — 1, +o00] et

f(nH)(x) = a(a—1)--'(oz—n—l—l)(a—n)(l—i-ac)o‘_"_l
= ala—1)---(a—(n+1)+ 1)1 +z)*" D

f est donc indéfiniment dérivable sur | — 1, 4oco[ et pour tout n dans N £ (0) = a(a —
1)--- (e —=n+1). On obtient donc

1 1) (o — 1
(l—l—x)o‘:l—i-aa:—i—ia(am )x2+_“+a(a ) '(a nt )x”—i-x"e(x)
! n!

5 Développements limités des fonctions usuelles

Le but de cette section est de donner une méthode permettant d’obtenir les développements
limités des autres fonctions usuelles a I'aide des développements limités de référence.

eT L e % 72 3;4 x2n ot
d Chx:T:1+§+I+"'+(2n)!+x E(ZL‘)
et — % :U3 x5 x2n+1 on
—_— — —_— _ .« .. —_— +2
e B TR oy TR CY

Remarquez que la partie principale du développement limité de chz (resp. shz) est la
partie paire (resp. impaire) de la partie principale du développement limité de e®.

Le développement de tanx s’obtient par composition et produit de développements de
référence. Par exemple le développement & ’ordre 5 est

3
_ x 2 5 5
Cosx—x—l— 3 +15x + x°¢(x)

tanx = sinx
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Puisque

1
1—:1+$+x2+-~-+x”+x”e(:n)
—x

on obtient facilement par substitution les trois suivants :

1
) @:1—”3”2—“'(—1)"96”””6(9:)
o 1 2:1—|—aj2+x4+...+x2”+x2n+1€(x)
— X
1
T = ettt e () 2 ()

On en déduit les quatres suivants par intégration :
2

n
o —ln(l—x):$+x—+$—+~"+x—+x”e(az)
n

2 3
2 3 n
° ln(l—i—a:):m—%_F%_..._’_(_l)nflx__i_xne(x)
n
3 5 2n+1
X Xz X
Argthx = Z 4z 4. 2n+2
o Argthx x+3+5+ +2n+1+x e(x)
1’3 x5 2n+1 _—
. Arctanx:x—?4_3_...4_(_1)712“_’_1+xn+ e(z)

A T'aide du développement

-1 1 (a— 1
(1+:c)a:1+a:c+%x2+~-+a(a ) '(a nt )x”—l—x”e(x)
. n:

on obtient les deux suivants :

1 x? 1.35...2n—1) ,
e ettt g, v e
1 x? 1.35...(2n — 1)
* Vita R A WY T A CY
puis par intégration les deux suivants :
3 1.3.5...(2n — 1)
Arcsi = .. 2n+1 2n+2
o Aresix=rd ot st T @
x3 1.3.5...(2n — 1)
A hx =2 — — A —1)" 2n+1 2n+2
o Apshx=roog U S e T @)

6 Exercices

6.1 Déterminer le développement limité & 1'ordre 3 en 0 de sinz — = + 7.
6.2 Déterminer le développement limité & I’ordre 4 en 0 de sin? x puis celui de cos?® z.

6.3 Déterminer le développement limité a ’ordre 5 en 0 de Arcsin x.

6.4 Déterminer le développement limité & I’ordre 3 en 0 de /1 + = + 22.
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6.5 Déterminer le développement limité a l'ordre 4 en 0 de In(2 — sin ).

6.6 Déterminer le développement limité a ’ordre 2 en 0 de

1+cosz’
. . . RPN r—4
6.7 Déterminer le développement limité a l'ordre 2 en 0 de T
x —

6.8 Déterminer le développement limité & l'ordre 4 en 0 de arctan(1 + z).
6.9 Déterminer le développement limité a I’ordre 3 en g de tan x.

6.10 Déterminer le développement limité a 'ordre 2 en 1 de /ze”.

6.11 En utilisant des développements limités déterminer les limites suivantes quand elles
existent :
chr — 1 1 1 . 1 1 . arcsinx —x

lim —s— , lm——-—  lim——— , lim -
z—0 x z—0sInx x z—0 s1in“ x x z—0 X —sinx

(1+2)z —(1 —:z:)_%'

6.12 Calculer la limite en 0 de

6.13 Etudier suivant les valeurs de I’entier n la limite quand x tend vers 0 de la fonction
définie par
tan (In(1 4+ z)) — In(1 + tanx
ot (n(L ) — I )

$n

ez . € . .
6.14 On considere le prolongement par continuité en 0 de la fonction x — pramey Déterminer
e

ce prolongement. Montrer qu’il est dérivable en 0. Montrer qu’il admet un développement
limité a tout ordre en 0 puis calculer le développement limité en 0 a I'ordre 3.

6.15 Déterminer le développement limité a ’ordre 2 en 0 de In(cosx + sin x).

1 1\"
En déduire que la suite u,, = (cos — +sin— | converge. Dire si u, converge vers cette
n n

limite par valeurs inférieures ou supérieures.
6.16 En utilisant des développements limités, étudier au voisinage de 0 la position relative

des deux courbes d’équations :

1+
C1l-z

1
6.17 Les courbes d’équations y = Y= l+z,y=14+z+22ety=1+2+2>+2°
—x

sont représentées ci-dessous, mais les 1égendes ont été perdues. Pouvez-vous les retrouver?
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ro.8

r0.6

1 08 -06 -04 -02 0402 04 o086

X

Parmi les trois dernieres courbes, laquelle vous semble approximer le mieux la premiere
au voisinage de 07

1 2
6.18 Soit f(x) = %. Déterminer les constantes a et b de telle fagon que 'on ait
x
lim f(z) —cosx _0
z—0 ™

avec 'entier n le plus grand possible. Autrement dit, on cherche a et b afin que f(x)
approxime le mieux possible cos z au voisinage de 0.



