Chapitre 3

Suites

1 A proposdeR

1.1 Insutxsance de Q

On note Q l'ensenble des nombres de la forme g oup2 Zetq2 N°. Cesnombresne
permettent pas de mesurertoutes leslongueurs existantes.

Par exemple,la longueur de la diagonaled'un carr§ de c6t§ 1 ne peut se mettre sousla
forme g avecp 2 Z et g2 N°. Montrons celaen raisonnart par I'absurde :

Sitel estle casil existe desertiers non nuls p et g tels que la fraction % soit irr §ductible
(non simpli-able) et tels que (§)* = 2. On a alors p* = 2¢7.

On en d€duit que p? est un ertier pair. Comme les carrfis des ertiers pairs sort pairs et
que les carrsdesertiers impairs sort impairs, p est pair.

Il existe donc un ertier p°tel que p = 2p° On obtient alors 2(p%? = ¢?. ¢ est donc pair,
ainsi que g.

Lesnombresp et q §tant tous les deux pairs la fraction % est simpli able. On obtient une
contradiction.

Le nombre 2 n'est donc pasle carr§ d'un nombre de la forme g avecp2 Z etq2 N°.
Les grecsont mis longtemps avant de l'accepter. lls appelprert ce nombre (dont le carr§
vaut 2) irrationnel.

Les §8merts de Q sort appel§sles nombres rationnels.

Cela posela ncessig d'un ensenble de nombres plus grand que Q.

P~ o N , :
D'autres nombres comme 3, Ya0u e sort irrationnels. (Pour lirrationnalit § de e voir
I'exercice 6.11).

D @velopp ement d€cimal d'un rationnel
E®ectuer la division de 22 par 7 de fason g obtenir les 12 premigres dg§cimalesde %

Pouvez-wousdonnertoutes lesd§cimalesde %’? Quellepropri§t® int®ressate a ced®veloppemert
d&icimal?
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Plus g&nfralemen on a:

Prop osition 1.1.1 Tout nombre rationnel positif admetun d&velopgmentd&cimal p&riodique,
c'est-p-dire de la forme

M;aj:::agby:::brby::iibrby:::

1.2 Quelques d§ nitions

Donnons une d§ nition de R.

D® nition 1.2.1 Un r@el positif peut &tre vu, sousforme num@riqgue, comme un entier
suivi d'une in nit § de chi®res constituant sa partie d§cimale.

Exemple : 2;010011000111000011110: estun nombre r§el. Mais il n'est pas rationnel
d'aprpsla proposition 1:1:1.

Six = M;didrd3:::0uM 2 N et pour tout n2 N° d, 2 f0;1;:::;9g, celasigni e que,

dy d+1
M- x-M+1 : M+, x. M+
X ! 10 * 10

et plus g@nralemen pour tout n 2 N,

d; dn dy dy + 1
+ =+ + — . . + =+ +
M 10 cee 1 X M 10 ¢ee 1

Exemples : P 2= 1;4142135623730950488, Y4= 3; 1415926535&%7932385
On verra par la suite commen obtenir les premigresd§cimalesde = 2.

D@ nition 1.2.2 (partie entipre) Pour tout r@el x il existe un unique entier, not§
E(x), tel queE(x) - x < E(x) + 1. E(X) estappel@e partie entipre de x.

Exemple : La partie entiprede 12,21 est12 et celledej 0;17 estj 1.

D@ nition 1.2.3 (distance dans R) La distance usuele entre deuxnombresx et y est
le nombre positif jx i Yj.

On a les propri§t@s suivantes : pour tous x et y r@els,
X+ yi iy
IXji dyii - ixi i

Elles sort connuessousle nom d'in §galit§striangulaires.

1.2.4 Interv alles : Soiert a et b deux nombres rgelsv@ri ant a < b; les sous-enserbles
de R suivants sort appel§sintervalles:
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li=[a;bh=fx2R=a- x- bg ; I,=]ajbj=fx2 R=a< x- by
Is=[a;bhj=fx2R=a- x<bg ; ls=]a;b=fx2 R=a< x< bg
Is=]j 1;al=fx2R=x- ag ; le=]i 1;a=fx2R=x<ag
l;=[a;+1[=fx2R=a- xg ; lg=]a;+1[=fx2 R=a< xg

lg=]i 1;+1[=R

lls n'ont pasdetrou. C'est-g-dire que si deux nombresx ety appartiennent g un intervalle
I, tous les nombres compris entre X et y appartiennent §galemen g 1.

En fait, cette propri§t® les caractrise; c'est-g-dire qu'un sous-enserle de R qui n'a pas
de trou est un intervalle.

Les quatres premiers sort appel§sintervalles bornis Les cing suivants sort non born§s.
La longueur desintervalles born€s, c'est-g-dire la distance entre les deux extrgmit§s, est
bi a.

Lesintervalles|y;lg;18; 19 sort dits ouverts. Lesintervallesl;ls;17;19 sort appel§sinter-
vallesferm$§s Lesintervalles|, et | 3 ne sort ni ferm&sni ouverts.

L'intervalle I 1, p la fois ferm§ et born§, est appel§ segment

2 D#® nitions et exemples de suites

2.1 Intro duction, d® nition d'une suite

Exemples historiques

- Appro ximation d'une, racine carr §e. Les babyloniens (2000 avant JC) donnernt
commeapproximation de" a (ou& estun ertier) la quantit § %(b+ &) ou b estun nombre
arbitraire, en pratique proche de = a, par exemplesa partie ertipre.

Le procBdg peut etre it§r§. On peut par exemple choisir by arbitraire dans]IO
d@ nir 1

a;+1 [ puis
— a

a, = a?bﬂ

ey = S5

G#onfitriquemert cela s'interprpgte de la fason suivante : soit un rectangle de cot§sap et
lp, sonaire esta. On cherche p construire un carr§ dont l'aire esta. On construit d'abord
le rectangledont I'un descot§sestla moyennearithm §tique de ag et Iy (c'est-p-dire %)
et dont l'aire esta. Puis on,itpre le procgdg.

Cela permet d'approximer = 2 par desrationnels, puis d'obtenir autant de sesd@cimales
que I'on veut, commenous le verrons un peu plus loin.

- Appro ximation de ¥4 (voir I'exercice 6.8).



40 CHAPITRE 3. SUITES

D@ nition 2.1.1 Une suite r@ele (resp. complexe)estune application deN dansR (resp.
C). L'image del'entier n par I'application u, u(n), senote en pratique u,,, et l'application
u senote habituellement (up)n2n. OnN dit queu, estle terme ginBral de la suite (Up)noN-
(Il arrive que N soit rempladg par N°, Nnf0; 1g etc.)

Exemples : On peut d& nir une suite de di®§rertes manigres:

- De fason explicite : xn = (i 1)"n!, yp = €, yd = (1 + )", z, = f(n) op f estune

application de R* dansR (ou C), up = 1+ 3+ 2+ ¢+ 2, vy = f (k).

k=0
- Par r@currence: wy+1 = g(Wn) op g estune application et wo estdonn@, th+1 = th+th; 1
avectp= lett; = 1. Lessuites(an)n2n €t (bh)n2n SOt aussid® nies par r@currence.

Repr ®§sentation graphique d'une suite r@elle : Un repgre (O;f;4) $®tant donn§, le
graphe d'une suite r§elle (un)non estl'ensenble despoints de coordonn§es(n; up).

Il peut etre int§ressamn ausside repr@serter les termes d'une suite r§elle sur I'axe rgel et
les termes d'une suite complexedans le plan complexe.

2.2 Suites particuli pres

2.2.1 Suites arithm @tiques

Exemple : en$conomie: lesint§réts simples.

Une personneplace un capital de 1000 euros g int§réts simples aux taux annuel de 4%;
c'est p dire qu'pa la n de chaque annBeon lui donne un int§ret §gal p 4% de la somme
dgpogeinitialement (1000 euros).

Naturellement, cette personned§sireconnatre la sommedont elle disposeraau bout d'un
an, deux ans, ..... (par sommedont elle disposeraon entend capital initial plus int§rét).
Pour noter plus aisBmert cessommes,on d§ nit une suite de r@els(un)n2n O Up = 1000
est la somme placge initialement, u; d®signela somme au terme d'une ann§e, ¢¢¢; u,
d@signela sommeau terme de n ann§esgte

La sommedisponible :

- au bout d'un anest: u; = ug+ ug£ ﬁ) = 1000+ 40= 1040euros.

- au bout de deux ansest: up = u;+ Ug £ ﬁ = 1040+ 40= 1080euros.

On remarqueraque I'on passed'un terme p sonsuivant en ajoutant le mémergel: 40:
On traduit cette propri§t® en disant : pour tout naturel n ona up+1 = up + 40 (2): Ainsi
la connaissancede up = 1000 et la relation () permet de calculer de proche en proche
Ug; Ug; Up; CCC; up; ¢Ce

D@ nition 2.2.2 On dit quela suite (up)n2n €st une suite arithm §tique de raison r et
de premier terme asiug= aetuy+ | Uy =1r; pourtoutn?2 N:

RevenonspI'exemple; il y a une m§thode plus rapide pour calculeruy,; ene®etu; = ug+ 40;
Up=up+ 40= ug+ 2£ 40¢¢¢ u, = ug + n £ 40 (raisonnemen par r§currence).



2. DEFINITIONS ET EXEMPLES DE SUITES 41

On a la d€ nition ®quivalente :

D@ nition 2.2.3 On dit quela suite (un)n2n €st une suite arithm §tique de raison r et
de premier terme a siu, = a+ n£ r; pourtout n2 N:

Somme de termes cons$cutifs d'une suite arithm $tique

Soit (un)n2n Une suite arithm §tique de raison r et de premier terme a:
xXP
On poseSp = Ug + Ug + Uz + CCC+ up = Uk pour tout p2 N:

k=0
En utilisant la d§ nition d'une suite arithm §tique on obtient

Up+ Up= Ug+ Up x pourtout p, Oet0- k- p:
puis on en d§duit pour tout p2 N
25p= (p+ 1)(uo+ up) = (p+ 1)(2uo + p£ r);

d'ou 1
Sp= 5(P+ 1)(2uo+ p£ r):

Exemple : pour tout p ertier, onal+ 2+ 3+ ¢¢¢+ p= %(p+ 1p:

2.2.4 Suites gBom@triques

Exemple : enphysique: la radioactivit §.

Un corpsradioactif estun corpsdont lesatomessed@sinpgren spontan§mert et donnent
naissancep des atomes d'un autre corps en §mettant des particules §lmenaires. Le
nombre d'atomes qui se d§sirtpgrert dans un intervalle de temps donn§ est fonction du
nombre d'atomes pr&seits dans I'§dantillon ®tudi®. Ainsi, pour le radium 226, en un an,
le taux d'atomes d§sint®grésest d'environ 0;04% (4 atomes pour 10000).
Supposonsqu'initialement il y ait Ng = 1250£ 10'® atomes; nous voulons d§terminer
combien il en reste au bout d'un an, deux ans, ¢¢¢, n ann§es, ¢¢¢ On d§ nit ainsi une
suite (Np)n2on. Le nombre d'atomes au bout d'un anest: N1 = Ngj No£ ﬁ) =
(Li 1o800)No = 0;999Ng = 12495£ 10 N2 = (1§ g5550)N1 = 0;99968N; et par un
raisonnemen de r§currence,on montre que, pour tout n 2 N Np+1 = 0; 999N ,:
D&terminer le nombre No; N3; Ny:

On passedonc d'un terme g son suivant en multiplian t toujours par le mémergel 0; 9996
Donc la suite (N,)n2n €st d8 nie par la donne de Ng = 1250£ 10 et de la relation
Nn+1 = 0;9996N,, pour tout ertier n:

D@ nition 2.2.5 On dit quela suite (up)n2n €stune suite ggonfitrique de raison g et de
premier terme a si Uug = a et up+1 = q£ un; pour tout n 2 N:

Revenons g lI'exemple; il y a une m#thode plus rapide pour calculer u,; en e®etN; =
0;999&Np; N> = 0;9996N; = (0;9996FNg¢t¢ N, = (0;9996)'Ng (raisonnemert par
r§currence).

On ala
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D@ nition 2.2.6 On dit quela suite (up)n2n €stune suite ggonfitrique de raison g et de
premier terme a si u, = q" £ a; pour tout n 2 N:

Somme de termes cons@cutifs d'une suite g§om@trique

Soit (un)n une suite ggonmtriqgue de raison g et de premier terme a:
xXP

On poseSp = Ug + Ug + Uz + CCC+ up = Uk pour tout p2 N:

k=0
Ona(li 9)Sp= Spi GSp= Ugi GP*tug. On endgduit que pour tout p 2 N;

1i ot ,
Sp=U071_ a ;siq6 1 et Sp=(p+ Lugsig= 1L
|
i 2 1i gP*t
Exemple : soitq2 Cnflg;onal+ g+ g+ ¢t¢+ g° = 1 g :
|

2.2.7 Suites arithm @tico-g fom@triques

D@ nition 2.2.8 Soit (Un)n2n Une suite. On dit que (up)n2n €St une suite arithm §tico-
gBonfitrique si
Up+1 = aup + b; pourtout n 2 N;

avee a;b2 C:

Remarque : Dansle casou b= 0 on retrouve la d§ nition d'une suite ggonfitrique et
dansle casou a = 1 on retrouve la d§ nition d'une suite arithm §tique.

Etudions le casa 6 1 pour une suite (un)n2n VEri ant la relation de rcurrence

Un+1 = aup + b; pourtoutn 2 N :

La suite constarte -2 v@ri e cette relation. Posonsv, = Uy j

s rba On @ Vps1 = avp
et la suite (vn)n2n est gBonftriqgue. On a alors pour tout n dans N, v, = vpa" puis

_ . b b
Up = (Uoi gg)d + 13-
Exemple : en$®conomie: lesint§réts compodgs.

Un préteur disposed'une sommeS qu'il consen g préter au taux d'int§rét mensuelt: Un
emprunteur demande p recewir cette somme S en contrepartie d'un paiemert mensuel
d'une sommes; pendart n mensualit§s. Quelle estla valeur de s en fonction de S;t et n ?

Indication : Au moment de payer la kipme mensualit§, I'emprunteur a d§ja rembours
une partie du capital. Soit uyx le capital restant p rembourser aprgsle kipme versemen,
de sorte que up = S et u, = 0. Le paiemen de la mensualit$ s consisted'une part p
rembourser la partie du capital uy; 1 Ug; d'autre part p payer desint§réts sur le capital
Uk; 1 pendart un mois,i.e. S= Ux; 1§ Uk + t £ Uk 1:
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3 Limite d'une suite

3.1 D#® nitions

D@ nition 3.1.1 Dans C, on appelle disqueouvert de centre a et de rayon r I'ensemble
D=fz2C=jzj a<rg.

La n§cessi® des d& nitions suivantes est apparue au cours du XIX pme sigcle. Elles se
substituent aux conceptsintuitifs qui avaient préwalu jusque Ip.

D& nition 3.1.2 On a
(i) Une suite r@elle (un)n2n converge vers | si tout intervalle ouvert contenant | contient
tous les termes de la suite sauf un nombre ni.

On dit gu'une suite r&ele converge vers | par valeurs suprieures (resp. inf@rieures) si
de plus tous les termes de la suite sauf un nombre ni sont plus grands quel (resp. plus

petits quel).

Une suite complexe(un)n2n convergevers| si tout disqueouvert contenant | contient tous
les termes de la suite sauf un nombre ni.

(i) Une suite r@elle (uy)n2n tend vers +1  si tout intervalle JA; +1 [ contient tous les
termes de la suite sauf un nombre ni.

Une suite r@elle (un)n2on tend versjl  sitout intervalle Jj 1 ; A[ contient tous lestermes
de la suite sauf un nombre ni.

On peut formaliser cesd§ nitions d'une autre fason, qui s'avgre bien pratique puisqu'elle
setraduit sousforme d'in §galit@s:

D@ nition 3.1.3 On a
(i) Une suite (un)n2n (rele ou complexe) convergevers| si:

8 >0;9N 2N;8n, N;juyj lj<™
(i) Une suite rgele (up)non tend vers+1 si :
BA;9N 2N;8n, N;uy,>A
Une suite r@elle (uy)n2n tend versjl - si:
BA;9N 2N;8n, N;us<A
Remarque imp ortan te : D'aprpsle (i) de la d§ nition 3:1:3, dire qu'une suite (Un)n2N

(r@elle ou complexe) corverge vers| signi e que la suite (u, j 1)n2n corvergevers 0, ou
encoreque la suite (jun | 1j)n2n cornvergeversO.

Prop osition 3.1.4 Si une suite admet une limite, nie ou in nie, celle-ci est unique.
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Preuve : montrons-le par l'absurde dansle casd'une suite r§elle.

Supposonsque la suite r@elle (u,)non admette deux limites nies |1 et I, avecl; < I,.
L'intervalle JI1j 1, %[ qui cortient |4, cortient tous lestermesde la suite sauf un nom-
bre ni. Donc l'intervalle ]%; I, + 1], qui cortient |5, ne cortient qu'un nombre ni de
termes de la suite, ce qui contredit la convergencede la suite versl|s.
Supposonsmaintenant quel; est nie etl, in nie. On peut supposerl, = +1 . L'intervalle
N1 1;11+ 1[ qui cortient |4, cortient tous lestermesde la suite saufun nombre ni. Donc
lintervalle]l; + 1;+ 1 [ necortient qu'un nombre ni determesde la suite, cequi cortredit
le fait que la suite admette +1 commelimite.

Supposonsmaintenant quel; = j1 etl, = +1 . L'intervalle]j 1 ;0[ cortient tous les
termesde la suite sauf un nombre ni donc ce n'est pasle caspour l'intervalle ]0;+ 1 [, ce
qui contredit le fait que la suite admette +1 commelimite.

Une suite qui converge est une suite qui tend vers une limite nie .

Si une suite ne corvergepason dit qu'elle diverge Une suite divergente peut donc ne pas
avoir de limite ou admettre une limite in nie.

Remarque : -Sil'on modi e lespremierstermesou un nombre ni determesd'une suite
on ne changepas son comportement g I'in ni  (le fait qu'elle admette une limite ou pas et
la valeur de cette limite si elle existe).

i ¢
< im L= T
Exempples polimo g = Odoncllgal suite 5 .\ COMverge.
|Iirpl n=+1 doncla suite (" n),2N diverge.
n!

(i )"+ 2 n'admet pasde limite donc la suite ((i 1)" + %),2n= diverge.

D@ nition 3.1.5 Soit (un)n2n UNe suite r@ele.
1. On dit quela suite (up)n2n €St majoresi il existe un r§elM tel queu, - M pour
tout entier naturel n:

2. On dit quela suite (un)n2n €stminor§esi il existeun r§elm tel queu, , m pour tout
entier naturel n:

3. On dit quela suite (up)n2n est born§e si elle est major§e et minor§e, c'est p dire s'il
existe deuxr§elsm; M telsquem - u, - M pour tout entier naturel n:

Remarque : La suite (Uun)n2n €Stborn@esi et seulemen siil existeC > Otel quejunj - C
pour tout ertier n:

Prop osition 3.1.6 Toute suite convergente est born§e.

Preuve : Siune suite convergeversl, il suxt deremarquerquelintervalle born®]li 1;1+ 1]
contient tous les termes de la suite sauf un nombre ni. Les termes en nombre ni,
n‘appartenant pasg]l i 1;1+ 1[, appartiennent g un intervalle born§.

Remarque : La r§ciproque estfausse.La suite ((i 1)")n2n €nestun contre-exemple. En
e®et,la suite ((j 1)")n2n ne converge pas puisque les intervalles]j 2;0[ et ]0; 2[ cortien-
nert tous deux une in nit § de termes de la suite.
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Il est parfois plus facile d'§tudier les suites (Uzn)n2n €t (Uzn+1 )n2n que la suite (Un)n2n,
d'ou l'int§ret de cette proposition :

Prop osition 3.1.7 La suite (up)n2n tend vers| si et seulementsi les suites (Uzn)n2on €t
(uzn+1)n2n tendentvers|. (I peut &tre nie ou in nie).

Preuve : nous traiterons seulemen le casoy la limite | est nie. Supposonsque la suite
(un)n2n corvergevers|. Un intervalle ouvert contenant | cortient tous les termes de la
suite (Un)n2n Saufun nombre ni, donc il cortient tous les termes d'indice pair et tous
les termes d'indice impair de la suite (up)n2n Saufun nombre ni. Lessuites (Uzn)n2n €t
(U2n+1)n2n corvergert donc versl.

R&ciproguemert, supposonsque les suites (Uzn)n2n €t (Uzn+1 )n2n COMvergert versl. Un
intervalle ouvert contenant | cortient tous lestermesd'indice pair de la suite (Up)n2n Sauf
un nombre ni et tous lestermesd'indice impair de la suite (up)n2n Saufun nombre ni.

Il cortient donc tous lestermesde la suite (un)n2n Saufun nombre ni. La suite (Un)nan
corvergedonc versl|.

Limites des suites de r&f@rence

Prop osition 3.1.8 Soit g un nombre complexeet ® un r§el.
- Sijg < 1, la suite complexe(g")n2n conveme vers 0.
-Sig>1(q2 R), la suite r§ele (9" )n2n tend vers +1 .
-Si®> 0, (N®)pon= tend vers +1 .

- Si®< 0, (N®)n2ne cONverge vers 0.

3.2 Op@rations sur les limites

Beaucoupde suites s'exprimert g l'aide de la somme,du produit, du quotient de suitesde
r§fBrence(dont on connait la limite), d'ou l'int®ret d'&noncerce type de propri§t@s:

Prop osition 3.2.1 Ona:

(i) Si (un)n2n convergevers| et (vy)non converge vers 1%alors (un + Vp)nan CONverge vers
I+ 19

(i) DansR, si (un)n2n cOnvergevers! outendvers+1 (resp. il ) et (va)n2n tend vers
+1 (resp.jl ) alors (Un + Vp)non tend vers+1 (resp. il ).

(iii) Si (un)n2n converge vers | et (Vh)non converge vers 19 alors (UnVn)n2n CONverge vers
1°

(iv) Si (un)n2n convergeversl 6 Ooutendversl et (Vp)non tendversl alors (UnVn)non
tendvers1 .

(V) Si(un)n2n convergevers| 6 0 alors (ﬁ)nzN convermge vers Il

(vi) Si(un)n2n tend vers 81 alors (ﬁ)nz,\, converme vers 0.

(vii) Dans R, si (un)n2n converge vers O par valeurs supBrieures (resp. inf§rieures) alors
(¢5)n2n (si elle estd§nie) tend vers+1 (resp. il ).

. Qaity. = 14 14 1 1 - Li@=)nt i - 10 _
Exemple @ Soitvy = 1+ 5+ z+ 006 5. Onavn = =5—donc lim vn = 37z = 2,

Exercice : Et la sommed'une suite corvergerte et d'une suite divergerte ou la somme
de deux suites divergenes, que peut-on en dire? Et le produit?
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3.3 Passagenp la limite dans les in@galit §s

Pour obtenir desrenseignemets sur la limite d'une suite r§elle,il est parfois plus pratique
de la comparer g dessuites de r§frenceou en tout casplus simplesp §tudier. Nous avons
alors besoinde ce genrede propri§tés:

Prop osition 3.3.1 Lessuites (Un)n2n, (Vn)n2n €t (Wn)n2an sont reles.
() SI8n2 N; u, - vyetlimp 41 upy=+1 alorslimp +1 vp = +1.
(i) Si8n2N; up- vyetlimy +1 vp =il alorslimp +1 Uy, =gl

(i) Si8N2N; up- Vyetlimpy +1 Uy =1, limp +1 vy = [alors |- 19
(iv) Si8n2 N; up - Wp - Vyetlimy +1 Uy = limp +1 Vo =l alorslimpy +1 wy = 1.
(Les gendarmes).

Preuve : (i) Tout intervalle ]a;+1 [ corntient tous les termes de la suite (Uy)n2n Sauf
un nombre ni, il corntient donc clairemert d'aprps I'in §galit§ tous les termes de la suite
(Vn)n2n Ssaufun nombre ni.

(i) Semontre de la memefason que (i).

(i) Nous allons faire une dgmonstration par I'absurde. Supposonsque | > 12 L'intervalle
1% 1; %’[ cortient 19 donc cortient tous les termes de la suite (vn)n2n Sauf un nombre
‘ni. D'aprpslin §galit§ I‘intervalle]ﬂ); | + 1[ qui cortient | ne cortient qu'un nombre ni

de termes de la suite (up)n2n. Ce qui contredit la cornvergencede (up)n2n versl. Donc
- 19

(iv) Tout intervalle contenant | corntient tous lestermesde la suite (Un)n2n Saufun nombre
‘ni et tous les termes de la suite (vh)n2n Saufun nombre ni. D'aprpsl'encadremert il
cortient donc tous lestermes de la suite (w,)n2n Sauf un nombre ni.

Remarque : Si dans (iii ) on remplace I'in §galit§ large par une in§galit§ stricte dans

I'nypothpse,l'in §galit§ stricte n'est pas conseredansla conclusion.

Par exemple,pour tout n, l1onalj &< 1+ 1 etpourtant im 1 1- lim 1+ i
! n!

Exemple : Pourtout n, lonan!, 2"?!et lim 2" 1= +1 donc lim nt=+1.
n! + n! +

Application
Il'y aun lien entre la corvergencedessuites r§elleset celle des suites complexes:

Prop osition 3.3.2 Une suite complexe(un)n2n cOnvergeversl si et seulementsi (Reun)n2n
converge vers Rel et (Imup)non cONverge vers I mi.

Preuve : en utilisant I'@galit® u, = Reu, + i I mu, et la proposition 3:2:1 on a la premigre

partie de la proposition. Lesin§galit§sjReu, j Relj - juni ljetjimuni Imlj- jusi lj
et la proposition 3:3:1 donnert la deuxipme partie de la proposition.

4 Th @orpmes fondamen taux

Dans cette partie les suites sort r§elles.
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4.1 Sens de variation d'une suite

D@ nition 4.1.1 Soit (uy)n2n Une suite r@ele.
1. On dit quela suite (up)n2N €St croissare si pour tout entier naturel n;

Un ’ Un+1:
2. On dit quela suite (uy)n2n €st dBcroissare si pour tout entier naturel n;
Un N Un+1:

3. On dit quela suite (uy)n2n €St monotone si elle est croissante ou dgcroissante.

D@ nition 4.1.2 Soit (uy)n2n Une suite r@ele.
1. On dit quela suite (un)n2n €St strictement croissarte si pour tout entier naturel n;

Un < Un+1 :

2. On dit quela suite (un)n2on €St strictement d§croissare si pour tout entier naturel n;

Un > Un+1 :

3. On dit quela suite (up)n2n €st strictement monotone si elle est strictement croissante
ou strictement d§croissante.

Exemple : Soit (an)n2n une suite r§elle;on d§ nit la suite (up)n2n par
Up = ag + az + ¢CC+ a,

SiI'on supposeque pour tout n dansN, a, , 0 alors la suite (uy)n2n €St croissarie. En
e®et,pour tout n, Up+1 | Up = ap+1 , O.

4.2 Th®orpmes donnant l'existence d'une limite

Nous admettons la propri§t§ fondamentalesuivante :
Les segments emboft®s : Soit une suite de sgmentsemioit§s
CCCY2 [an+1; bh+1 ] Y2 [an; bn] Y2 €0CY2 [ag; by ] Y2 [ao; bo];

tous non vide, telle que (bn | an)n2n conveme vers Z§ro. Alors il existe un seul nombre
r&el commun g tous les intervalles [an; b,], pour n 2 N:

Th §orpme 4.2.1 Soit (uy)n2n UNE Suite croissante. Alors
() ou bien (uy)n2n est major§e et alors (up)n2n CONverge.
(i) ou bien (up)n2n N'est pas major®e et alors (up)non tend vers+1 .
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Preuve : (m®&tho de de dichotomie ) Soit (un)n2n UNE Suite croissarte.

(i) On supposeen plus que (Up)n2n €St majorge. Donc il existeun r§elM tel queu, - M
pour tout ertier naturel n:

Si la suite est stationnaire (tous lestermes®gauxpg partir d'un certain rang) elle corverge.
Supposonsmaintenant que sa n'est pasle cas.

Posonslg = [ug; M ]. Touslestermesde la suite sort dans| .

L'un seulemem desdeux intervalles [ug; “0‘;"" ] et [“0‘;'\" ;M ] cortient tous les termes de
la suite sauf un nombre ni; on note |1 cet intervalle. En e®et:

- Si [“2ZM M ] ne cortient aucun terme de la suite, [ug; “25™ ] cortient tous les termes de
la suite.

- Si [Y2ZM M ] cortient upn,, (Un)nzn Btant croissarte, pour tout n, no, uy 2 [Y5MM],
et donc [@; M ] cortient tous lestermesde la suite saufun nombre ni. Et par cortre,
la suite n'§tant pas stationnaire, [ug; @] ne cortient qu'un nombre ni determesde la
suite.

En r@it§rant le procBd® on construit une suite d'intervalles emb®t®s |, = [an;by] de
longueur M—Zl# telle que chacun cortienne tous les termes de la suite (up)non Sauf un
nombre ni. Puisque % tend vers 0, il existe un uniqgue nombre | appartenan p tous
lesl,. (un)n2n corvergedonc versl.

(iiy On supposeen plus que (un)n2n N'est pas major§e. Donc pour tout r§elM > 0; on
peut trouver un §§mert u,, de la suite (up)n2n tel queun, > M; commela suite (Un)n2n
est croissarte alors u, > M pour tout n, ng: En conclusion (u,)n2n tend vers+1 .

Th §orgme 4.2.2 Soit (up)n2n UNE suite dgcroissante. Alors
() ou bien (up)n2n est minor§e et alors (up)n2n CONverge.
(i) ou bien (un)n2n Nest pas minor§e et alors (up)n2n tend vers j1

Preuve: Il sutt de considgrer la suite (j up)non €t de remarquer que si (Un)n2n €St
d$croissatte alors (j Un)n2n €stcroissarie, si (Up)non €St minor@ealors (j Up)non €St Mma-
jor@eet d'appliquer le th§omme pr@didert.

D@ nition 4.2.3 On appelle suites adjacertes deux suites (an)n2n €t (by)n2n VB ant
les propri§t®s :

() (an)n2n €stcroissante.

(i) (bn)n2n est dBcroissante.

(i) by i an tendversO quandn tend vers+1 :

Th orpme 4.2.4 Deux suites qui sont adjacentes convemgent vers la méme limite.

Preuve : si (an)n2N €stcroissane, (bn)n2n estd§croissare et by, j a, tend vers0 quand n
tend vers+1 , on obtient une suite de segmes embatts

CCCY%2 [an+1 ; bhe1 ] Y2 [an; bn] Y2 €CCY2 [ag; by] Y2 [ag; ko] :
Alors il existe un seulnombre r§ell commun g tous lesintervalles[a,; ], pourn 2 N. On

adoncpourtout n,ay - |- bypuisO- byj - byj anetayj by ani |- 0. Puisque
b, i a, tend vers 0, par passagen la limite dans lesin§galit§son obtient que (an)n2n €t
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(h)n2n convergert versl.

o P . . —.
Exemple : Appro ximation de 2 : On considarelessuites(an)n2n €t (Bh)n2n d€ nies
dans les exempleshistoriques aveca = 2 et ly = 2. On peut montrer par rcurrenceque
pour tout n dansN on a

an < an+1 < bhaa < by

n en d®duit que les deux suites convergefgt, gue leur limite est commune et gu'elle vaut
2. On a alors pour tout n dansN, ap < < b,.
On obtient les approximations suivantesde 2 :

4 24
a= la; = 3 = 1;3333333333::;a; = 17 = 1;4117647058::

3 17
bh=2;b = > = 1;5000000000:: ;b = IR = 1;4166666666: : ;
816 941664
az = 5?777— 1;4142114384:: ;a4 = gggggg— 1;4142135623::
b = 4_08: 1;4142156862::; by = mzz 1;4142135623::

Aveg cette m$thode nous pouvonsdonc obtenir autant de d§cimalesquel'on veut du nom-
bre 2. Remarquezque la corvergencedu proc§d§ est tr gsrapide.

4.3 Borne sup@rieure

D@ nition 4.3.1 (i) Un sous-ensembleéA de R est dit major§ s'il existe un nombre M
plus grand quetous les §lmentsde A.

(i) Un sous-ensembled de R est dit minor§ s'il existe un nombre m plus petit que tous
les §lEmentsde A.

On a la propri§t® fondamentalesuivante :
Existence de la borne sup®rieure

() Soit A un sous-ensemblade R non vide et major§. A admet une borne supBrieure,
c'est-g-dire un nombre, not® supA, unique, VBri ant la propri§t® suivante : quel que soit
le nombre B < supA, il existeun §l§mentx de A tel queB < x.
(i) Soit A un sous-ensemblede R non vide et minor®. A admet une borne inf@rieure,
c'est-g-dire un nombre, not® inf A, unique, VvBri ant la propri§t§ suivante : quel que soit
le nombre B > inf A, il existeun §fmentx de A tel queB > x.

Remarque : Cette propri§t$ est §quivalente p celle dessegmems enboit§s.

Exemples : sup0;1] = 1, sup[G 1[= 1, inff1=n;n 2 N"g = 0. Si (un)n2n €St une suite
croissarie major@ealors supfun;n 2 Ng= rlllirpl Up.

Remarque : supA etinf A peuvent appartenir ou ne pas appartenir g A.
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5 Que dire dessuites qui n'ont pas de limite? (Compl $ment)

5.1 Exemples num $@riques

Nous avons reprisen® graphiquemen les 50 premierstermes de la suite de terme g8rral

(i )"+ L (voir Figure 3.1), les 30 premiers termes de la suite de terme g&nral (j 1)" n

n
(voir Figure 3.2), les 100 premiers termes de la suite de terme g&nral sinn (voir Figure
3.3) et les 50 premiers termes de la suite d§ nie par la relation de r§currenceun+; =
un + 2,83un(lj up) etug = 0;3 (voir Figure 3.4). Que constatez-wus, g part que ces

suites sort divergertes?

159 +
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5.2 Point d'accum ulation

D® nition 5.2.1 Un nombre r§ela estdit point d'accumulation d'une suite r§elle si tout
intervalle ouvert contenant a contient un nombre in ni de termes de la suite.
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Remarque : "Un nombre in ni" ne signi e pas "tous les termes sauf un nombre ni".
Lp est la di®Brenceentre la d§ nition de la limite nie et du point d'accumulation d'une
suite. Une suite peut avoir plusieurs points d'accumulation.

Exemples : Nous constatonsgraphiquemen que:

- La suite ((j )" + %)nzNﬂ admet j 1 et 1 commepoints d'accumulation.

- La suite ((j )" n)n2n n'admet pas de point d'accumulation.

- La suite (sin n),2n admettous lespoints del'intervalle[j 1; 1] pour points d'accumulation.
- La suite (up)n2n @admet trois points d'accumulation.

Pour les deux premiers exemples,il n'est pas ditcile de prouver ce que I'on constate
graphiqguemen en considgrant la suite des termes d'indices pairs et celle des termes
d'indices impairs. Pour les deux exemplessuivants c'est plus ditcile.

La proposition suivante d§couledirectemert desd§ nitions delimite et depoint d'accumulation
d'une suite :

Prop osition 5.2.2 Toute suite convergenteadmetsalimite commeunique point d'accumulation.

Preuve : une suite qui corvergevers| admet §videmmeri | comme point d'accumulation.
Supposonsqu'elle admette un autre point d'accumulation 1°6 |. On peut supposer que
19> | sansperte de g@rralit§. L'intervalle ]l j 1; %)[ cortient tous lestermesde la suite
saufun nombre ni, doncl'intervalle]ﬂ; 19+ 1[ ne cortient qu'un nombre ni de termes
de la suite. Ce qui cortredit le fait que |°soit un point d'accumulation de la suite.

Pour aller plus loin : Consid§rons une suite (up)n2n bornGepar m et M. L'un au
moins des deux intervalles [m; "‘*2'\"] et [”‘4’2’\’I ;M ] cortient une in nit § de termes de la
suite. Sil'on recommencd'op$ration, on peut construire une suite d'intervallesd'emboit§s
cortenant tous une in nit § de termes de la suite. L'unique point appartenarnt p tous ces
intervalles est alors un point d'accumulation de la suite. On obtient donc le th§omme
suivant :

Th §orpme 5.2.3 Toute suite born®e admet au moins un point d‘accumulation.

6 Exercices

6.1 A prop os des interv alles

1. Milieu : d&terminer le milieu desintervalles born§s, c'est-g-dire le nhombre situ§ g
figaledistance desextr§mit§sde l'intervalle.

2. Intervalles et in§galit§s: caract@riser l'intervalle ]a; b par une in§galit§ de la forme
Xilj<"oulet" sot pdgterminer enfonction de a et b.

3. Subdivision : soiert Xxg;X1;:::;Xn desnombresv@riant a = xg < X1 < ¢¢< X, =
b et tels que les intervalles [x;; 1;X;] pour i = 1;:::;n soiert de longueur §gale.
D$terminer la longueur de cesintervalles puis I'expressionde x; en fonction de a, b,
neti.
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4. Param@trage : on peut param@trer un intervalle born§ de la fagon suivante : tout
nombre de l'intervalle [a;b] s'§crit sousla forme a+ t(bj a) avect appartenan g
[0; 1]. Essger de dg§mortrer cette propri§t®. (On peut param@trer de mémelestrois
autres typesd'intervalles born§s).

6.2 Quizz Les®nondissuivants sort-ils vrais ou faux ? Justi er p chaquefois la r§ponse
donnge.

1. Une suite born§e est corvergerte.
2. Une suite positive et non major§etend vers+1 .

3. Si une suite a une limite strictement positive, tous sestermes sauf un nombre ni
sort strictement positifs.

4. Une suite d'entiers corvergene est stationnaire g partir d'un certain rang.
5. Une suite positive tendant vers z§ro est d§croissarne g partir d'un certain rang.

6.3 D®velopp ement d&cimal

1. D®terminer toutes les dg€cimalesdu nombre i—fl‘.

2. Soit le nombre r§el positif x dont le d§veloppemert d§cimal estx = M;did»d3:::
Montrer que lim M + G+ oo+ Bo= x.

3. Calculer le nombre dont le d§veloppemen d§cimal est 0; 9999: : .
Ce nombre admet un autre d§veloppemert dfcimal. Lequel? Identi er les nombres
qui ont deux d§veloppemerts dgcimaux di®§rerts.

4. On considarele nombre r§ely dont le d§veloppemert dcimal p$riodique est0; 123123 ::
Montrer quey est un nombre rationnel que I'on calculera.
Meme question avec le nombre r@el z dont le d§veloppemert d§cimal p&riodique est
3;9545454 ::

5. Enoncer une propri&t® concernart les nombres r@elsdont le dgveloppemert dcimal
est p@riodique.

6. En congquence,qu'en est-il du d§veloppemert dgcimal de P 2, V40U e?

6.4 Dire silessuites suivantes sort corvergertes, sort divergertes, admettent une limite :

TS _U2n+1'ﬂn wo=n+ Gy h

n = n y Vn = N+ 1 y Wn = |
_3n. _ani . o+ y . — n2 . — (: nnz.
xn—m,yn—m(a,bZR ): zZay=n“+ncosn; a, = (j 1) e

; -, 1 1 - 1
6.5 Les suites de terme g®nfral u, = P + CCC+ P et v, = p==t ¢ee+ P==
sort-elles convergertes?
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6.6 On considare la suite (up)n2ne d€ nie par

1 1
Uy = 1+ -+ ¢¢C+ — :
: 2 n

- Montrer que (uUp)n2ne @admet une limite.

- Montrer que Uz, | Up est minor§e par un nombre strictement positif.

- En d$duire que (up)n2ne divergeet d§terminer salimite.

6.7 Montrer quela suite de terme gBnral up = i + 1> + ¢¢¢+ L estborne. Est-elle
corvergerie?

6.8 Approximation de %:
Soit a, le demi-p&rimptre du polygonep 3£ 2" cot@s, circonscrit au cerclede rayon 1 et
b, le derBi—_perimptre du polygone g 3£ 2" cots, inscrit dans le cercle de rayon 1. On
aa = 2 3, b = 3 (casde I'hexagone) et par des consid§rations ggonftriques on a les
relations suivantes VA
2 = 1 + 1

an+1 an bn
bnan+1 = b%+1
connues sous le nom de formules d'Archimpde. Les approximations successies de Y4
s'‘obtiennent en doublant p chaque fois le nombre de c6t§s des polygones. Nous allons
montrer que les suites (an)n2ne €t (bh)n2ne COrvergernt e®ectivemen vers la méme limite
(qui est).
Montrer par r§currencesur n que pour tout n dansN” ona an > an+1 > by+1 > by, En
d®duire que les suites (an)none €t (h)n2ne corvergert, puis qu'elles ont mémelimite.

6.9 On considare les suites (Un)nan €t (Va)non d€ nies par :

2UnVn
Up + Vp

1
O< Uupg< Vg | Vpt1 = E(u” +Vy) et Upsg =

Montrer que pour tout n 2 N uy < v,. En d&duire que les suites sort corvergerties versla
mémelimite. En $tudiant la suite (UnVn)n2 N, dBterminer cette limite.

6.10 On considare la suite de terme g§nfral

1 1 1 )
Up = 1i -+ Zj >+ 6¢+ (j )Nt
n 1 2 3 | 4 (I ) n
Montrer quelessuites(Uzn)n2ne €t (U2n+1 )n2n SOt adjacertes. En d§duire la convergence
de la suite (un)n2n versun nombre |. D§terminer des nombres rationnels a et b tels que
a<l<betbj a- 0;2.

6.11 Montrer que les suites de terme g&nral

1 1 1 1
u“_1+ﬁ+ﬁ+¢¢¢+ﬁ et vn—un+m

corvergen versune limite commune. Cette limite este. Montrer que e estirrationnel.



