
Chapitre 3

Suites

1 A prop os de R

1.1 Insu±sance de Q

On note Q l'ensemble des nombres de la forme p
q oµu p 2 Z et q 2 N¤. Ces nombres ne

permettent pas de mesurer toutes les longueursexistantes.

Par exemple, la longueur de la diagonale d'un carr¶e de côt¶e 1 ne peut se mettre sousla
forme p

q avec p 2 Z et q 2 N¤. Montrons cela en raisonnant par l'absurde :

Si tel est le cas il existe desentiers non nuls p et q tels que la fraction p
q soit irr ¶eductible

(non simpli¯able) et tels que ( p
q)2 = 2. On a alors p2 = 2q2.

On en d¶eduit que p2 est un entier pair. Comme les carr¶es des entiers pairs sont pairs et
que les carr¶esdesentiers impairs sont impairs, p est pair.
Il existe donc un entier p0 tel que p = 2p0. On obtient alors 2(p0)2 = q2. q2 est donc pair,
ainsi que q.
Les nombres p et q ¶etant tous les deux pairs la fraction p

q est simpli¯able. On obtient une
contradiction.

Le nombre 2 n'est donc pas le carr¶e d'un nombre de la forme p
q avec p 2 Z et q 2 N¤.

Les grecsont mis longtemps avant de l'accepter. Ils appelµerent ce nombre (dont le carr¶e
vaut 2) irrationnel.
Les ¶el¶ements de Q sont appel¶es les nombres rationnels.
Cela posela n¶ecessit¶e d'un ensemble de nombres plus grand que Q.

D'autres nombres comme
p

3, ¼ ou e sont irrationnels. (Pour l'irrationnalit ¶e de e voir
l'exercice 6.11).

D¶evelopp ement d¶ecimal d'un rationnel

E®ectuer la division de 22 par 7 de fa»con µa obtenir les 12 premiµeres d¶ecimalesde 22
7 .

Pouvez-vousdonner toutes lesd¶ecimalesde 22
7 ? Quellepropri¶et¶e int¶eressante a ced¶eveloppement

d¶ecimal?

37



38 CHAPITRE 3. SUITES

Plus g¶en¶eralement on a :

Prop osition 1.1.1 Tout nombre rationnel positif admetun d¶eveloppementd¶ecimal p¶eriodique,
c'est-µa-dire de la forme

M ; a1 : : : adb1 : : : bT b1 : : : bT b1 : : :

1.2 Quelques d¶e¯nitions

Donnons une d¶e¯nition de R.

D¶e¯nition 1.2.1 Un r¶eel positif peut être vu, sous forme num¶erique, comme un entier
suivi d'une in¯nit ¶e de chi®res constituant sa partie d¶ecimale.

Exemple : 2; 010011000111000011110: : : est un nombre r¶eel. Mais il n'est pas rationnel
d'aprµes la proposition 1:1:1.

Si x = M ; d1d2d3 : : : oµu M 2 N et pour tout n 2 N¤ dn 2 f 0; 1; : : : ; 9g, cela signi¯e que,

M · x · M + 1 ; M +
d1

10
· x · M +

d1 + 1
10

et plus g¶en¶eralement pour tout n 2 N¤,

M +
d1

10
+ ¢¢¢+

dn

10n · x · M +
d1

10
+ ¢¢¢+

dn + 1
10n

Exemples :
p

2 = 1; 4142135623730950488::: , ¼= 3; 1415926535897932385:::
On verra par la suite comment obtenir les premiµeresd¶ecimalesde

p
2.

D¶e¯nition 1.2.2 (partie enti µere) Pour tout r¶eel x il existe un unique entier, not¶e
E(x), tel que E(x) · x < E(x) + 1. E(x) est appel¶ee partie enti µere de x.

Exemple : La partie enti µere de 12; 21 est 12 et celle de ¡ 0; 17 est ¡ 1.

D¶e¯nition 1.2.3 (distance dans R) La distance usuelle entre deux nombres x et y est
le nombre positif jx ¡ yj.

On a les propri¶et¶essuivantes : pour tous x et y r¶eels,

jx + yj · jxj + jyj ;

jj xj ¡ jyjj · jx ¡ yj :

Elles sont connuessousle nom d'in¶egalit¶estriangulaires.

1.2.4 In terv alles : Soient a et b deux nombres r¶eelsv¶eri¯an t a < b; les sous-ensembles
de R suivants sont appel¶es intervalles :
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I 1 = [a;b] = f x 2 R=a · x · bg ; I 2 =] a;b] = f x 2 R=a < x · bg

I 3 = [a;b[= f x 2 R=a · x < bg ; I 4 =] a;b[= f x 2 R=a < x < bg

I 5 =] ¡ 1 ; a] = f x 2 R=x · ag ; I 6 =] ¡ 1 ; a[= f x 2 R=x < ag

I 7 = [a;+ 1 [= f x 2 R=a · xg ; I 8 =] a;+ 1 [= f x 2 R=a < xg

I 9 =] ¡ 1 ; + 1 [= R

Ils n'ont pasde trou. C'est-µa-dire quesi deux nombresx et y appartiennent µa un intervalle
I , tous les nombres compris entre x et y appartiennent ¶egalement µa I .
En fait, cette propri¶et¶e les caract¶erise; c'est-µa-dire qu'un sous-ensemble de R qui n'a pas
de trou est un intervalle.

Les quatres premiers sont appel¶es intervalles born¶es. Les cinq suivants sont non born¶es.
La longueur des intervalles born¶es, c'est-µa-dire la distance entre les deux extr¶emit¶es, est
b¡ a.

Les intervalles I 4; I 6; I 8; I 9 sont dits ouverts. Les intervalles I 1; I 5; I 7; I 9 sont appel¶esinter-
valles ferm¶es. Les intervalles I 2 et I 3 ne sont ni ferm¶esni ouverts.

L'in tervalle I 1, µa la fois ferm¶e et born¶e, est appel¶e segment.

2 D¶e¯nitions et exemples de suites

2.1 In tro duction, d¶e¯nition d'une suite

Exemples historiques

- Appro ximation d'une racine carr ¶ee. Les babyloniens (2000 avant JC) donnent
commeapproximation de

p
a (oµu a est un entier) la quantit ¶e 1

2(b+ a
b) oµu b est un nombre

arbitraire, en pratique proche de
p

a, par exemplesa partie enti µere.
Le proc¶ed¶e peut être it ¶er¶e. On peut par exemplechoisir b0 arbitraire dans ]

p
a;+ 1 [ puis

d¶e¯nir ½
an = a

bn

bn+1 = an + bn
2

G¶eom¶etriquement cela s'interprµete de la fa»con suivante : soit un rectangle de côt¶esa0 et
b0, sonaire est a. On cherche µa construire un carr¶e dont l'aire est a. On construit d'abord
le rectangledont l'un descôt¶esest la moyennearithm¶etique de a0 et b0 (c'est-µa-dire a0+ b0

2 )
et dont l'aire est a. Puis on it µere le proc¶ed¶e.
Cela permet d'approximer

p
2 par des rationnels, puis d'obtenir autant de sesd¶ecimales

que l'on veut, commenous le verrons un peu plus loin.

- Appro ximation de ¼. (voir l'exercice 6.8).
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D¶e¯nition 2.1.1 Une suite r¶eelle (resp. complexe)estune application deN dansR (resp.
C). L'image de l'entier n par l'application u, u(n), senote en pratique un , et l'application
u se note habituellement (un )n2 N. On dit queun est le terme g¶en¶eral de la suite (un )n2 N.
(Il arrive que N soit remplac¶e par N¤, N n f 0; 1g etc.)

Exemples : On peut d¶e¯nir une suite de di®¶erentes maniµeres:

- De fa»con explicite : xn = (¡ 1)nn!, yn = ein , y0
n = (1 + i )n , zn = f (n) oµu f est une

application de R+ dans R (ou C), un = 1 + 1
2 + 1

3 + ¢¢¢+ 1
n , vn =

nX

k=0

f (k).

- Par r¶ecurrence: wn+1 = g(wn ) oµu g est une application et w0 est donn¶e, tn+1 = tn + tn¡ 1

avec t0 = 1 et t1 = 1. Les suites (an )n2 N et (bn )n2 N sont aussid¶e¯nies par r¶ecurrence.

Repr ¶esentation graphique d'une suite r¶eelle : Un repµere (O;~{;~| ) ¶etant donn¶e, le
graphe d'une suite r¶eelle(un )n2 N est l'ensemble despoints de coordonn¶ees(n; un ).

Il peut être int¶eressant aussi de repr¶esenter les termes d'une suite r¶eelle sur l'axe r¶eel et
les termes d'une suite complexedans le plan complexe.

2.2 Suites particuli µeres

2.2.1 Suites arithm ¶etiques

Exemple : en ¶economie: les int¶er̂ets simples.
Une personneplace un capital de 1000 euros µa int¶er̂ets simples aux taux annuel de 4%;
c'est µa dire qu'µa la ¯n de chaque ann¶ee on lui donne un int¶er̂et ¶egal µa 4% de la somme
d¶epos¶eeinitialement (1000 euros).
Naturellement, cette personned¶esireconnâ³tre la sommedont elle disposeraau bout d'un
an, deux ans, ..... (par sommedont elle disposeraon entend capital initial plus int¶er̂et).
Pour noter plus ais¶ement cessommes,on d¶e¯nit une suite de r¶eels(un )n2 N oµu u0 = 1000
est la somme plac¶ee initialement, u1 d¶esigne la somme au terme d'une ann¶ee, ¢¢¢; un

d¶esignela sommeau terme de n ann¶ees,¢¢¢
La sommedisponible :
- au bout d'un an est : u1 = u0 + u0 £ 4

100 = 1000+ 40 = 1040euros.
- au bout de deux ans est : u2 = u1 + u0 £ 4

100 = 1040+ 40 = 1080euros.
On remarquera que l'on passed'un terme µa son suivant en ajoutant le mêmer¶eel : 40:
On traduit cette propri¶et¶e en disant : pour tout naturel n on a un+1 = un + 40 (¤): Ainsi
la connaissancede u0 = 1000 et la relation (¤) permet de calculer de proche en proche
u0; u1; u2; ¢¢¢; un ; ¢¢¢

D¶e¯nition 2.2.2 On dit que la suite (un )n2 N est une suite arithm¶etique de raison r et
de premier terme a si u0 = a et un+1 ¡ un = r; pour tout n 2 N:

Revenonsµa l'exemple; il y a unem¶ethodeplus rapide pour calculerun ; ene®etu1 = u0+ 40;
u2 = u1 + 40 = u0 + 2 £ 40¢¢¢ un = u0 + n £ 40 (raisonnement par r¶ecurrence).
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On a la d¶e¯nition ¶equivalente :

D¶e¯nition 2.2.3 On dit que la suite (un )n2 N est une suite arithm¶etique de raison r et
de premier terme a si un = a + n £ r; pour tout n 2 N:

Somme de termes cons¶ecutifs d'une suite arithm ¶etique

Soit (un )n2 N une suite arithm¶etique de raison r et de premier terme a:

On poseSp = u0 + u1 + u2 + ¢¢¢+ up =
pX

k=0

uk pour tout p 2 N:

En utilisant la d¶e¯nition d'une suite arithm¶etique on obtient

u0 + up = uk + up¡ k pour tout p ¸ 0 et 0 · k · p:

puis on en d¶eduit pour tout p 2 N

2Sp = (p + 1)(u0 + up) = (p + 1)(2u0 + p £ r ) ;

d'oµu
Sp =

1
2

(p + 1)(2u0 + p £ r ):

Exemple : pour tout p entier, on a 1 + 2 + 3 + ¢¢¢+ p = 1
2(p + 1)p:

2.2.4 Suites g¶eom¶etriques

Exemple : en physique : la radioactivit ¶e.
Un corps radioactif est un corpsdont lesatomessed¶esintµegrent spontan¶ement et donnent
naissanceµa des atomes d'un autre corps en ¶emettant des particules ¶el¶ementaires. Le
nombre d'atomes qui se d¶esintµegrent dans un intervalle de temps donn¶e est fonction du
nombre d'atomes pr¶esents dans l'¶echantillon ¶etudi¶e. Ainsi, pour le radium 226, en un an,
le taux d'atomes d¶esint¶egr¶esest d'environ 0; 04% (4 atomespour 10000).
Supposonsqu'initialement il y ait N0 = 1250£ 1016 atomes; nous voulons d¶eterminer
combien il en reste au bout d'un an, deux ans, ¢¢¢, n ann¶ees,¢¢¢ On d¶e¯nit ainsi une
suite (Nn )n2 N. Le nombre d'atomes au bout d'un an est : N1 = N0 ¡ N0 £ 4

10000 =
(1 ¡ 4

10000)N0 = 0; 9996N0 = 1249; 5 £ 1016; N2 = (1 ¡ 4
10000)N1 = 0; 9996N1 et par un

raisonnement de r¶ecurrence,on montre que, pour tout n 2 N Nn+1 = 0; 9996Nn :
D¶eterminer le nombre N2; N3; N4:
On passedonc d'un terme µa son suivant en multiplian t toujours par le mêmer¶eel 0; 9996:
Donc la suite (Nn )n2 N est d¶e¯nie par la donn¶ee de N0 = 1250£ 1016 et de la relation
Nn+1 = 0; 9996Nn pour tout entier n:

D¶e¯nition 2.2.5 On dit que la suite (un )n2 N est une suite g¶eom¶etrique de raison q et de
premier terme a si u0 = a et un+1 = q £ un ; pour tout n 2 N:

Revenons µa l'exemple; il y a une m¶ethode plus rapide pour calculer un ; en e®et N1 =
0; 9996N0; N2 = 0; 9996N1 = (0; 9996)2N0 ¢¢¢ Nn = (0; 9996)nN0 (raisonnement par
r¶ecurrence).

On a la



42 CHAPITRE 3. SUITES

D¶e¯nition 2.2.6 On dit que la suite (un )n2 N est une suite g¶eom¶etrique de raison q et de
premier terme a si un = qn £ a; pour tout n 2 N:

Somme de termes cons¶ecutifs d'une suite g¶eom¶etrique

Soit (un )n une suite g¶eom¶etrique de raison q et de premier terme a:

On poseSp = u0 + u1 + u2 + ¢¢¢+ up =
pX

k=0

uk pour tout p 2 N:

On a (1 ¡ q)Sp = Sp ¡ qSp = u0 ¡ qp+1 u0. On en d¶eduit que pour tout p 2 N;

Sp = u0
1 ¡ qp+1

1 ¡ q
; si q 6= 1 et Sp = (p + 1)u0 si q = 1:

Exemple : soit q 2 C n f 1g; on a 1 + q + q2 + ¢¢¢+ qp =
1 ¡ qp+1

1 ¡ q
:

2.2.7 Suites arithm ¶etico-g ¶eom¶etriques

D¶e¯nition 2.2.8 Soit (un )n2 N une suite. On dit que (un )n2 N est une suite arithm¶etico-
g¶eom¶etrique si

un+1 = aun + b; pour tout n 2 N;

avec a;b 2 C:

Remarque : Dans le cas oµu b = 0 on retrouve la d¶e¯nition d'une suite g¶eom¶etrique et
dans le casoµu a = 1 on retrouve la d¶e¯nition d'une suite arithm¶etique.

Etudions le casa 6= 1 pour une suite (un )n2 N v¶eri¯an t la relation de r¶ecurrence

un+1 = aun + b; pour tout n 2 N :

La suite constante b
1¡ a v¶eri¯e cette relation. Posonsvn = un ¡ b

1¡ a ; on a vn+1 = avn

et la suite (vn )n2 N est g¶eom¶etrique. On a alors pour tout n dans N, vn = v0an puis
un = (u0 ¡ b

1¡ a )an + b
1¡ a .

Exemple : en ¶economie: les int¶er̂ets compos¶es.

Un prêteur disposed'une sommeS qu'il consent µa prêter au taux d'in t¶er̂et mensuelt: Un
emprunteur demandeµa recevoir cette somme S en contrepartie d'un paiement mensuel
d'une sommes; pendant n mensualit¶es. Quelle est la valeur de s en fonction de S; t et n ?

Indication : Au moment de payer la kiµeme mensualit¶e, l'emprunteur a d¶ejµa rembours¶e
une partie du capital. Soit uk le capital restant µa rembourser aprµes le kiµeme versement,
de sorte que u0 = S et un = 0: Le paiement de la mensualit¶e s consiste d'une part µa
rembourser la partie du capital uk¡ 1 ¡ uk ; d'autre part µa payer des int¶er̂ets sur le capital
uk¡ 1 pendant un mois, i.e. s = uk¡ 1 ¡ uk + t £ uk¡ 1:
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3 Limite d'une suite

3.1 D¶e¯nitions

D¶e¯nition 3.1.1 Dans C, on appelle disqueouvert de centre a et de rayon r l'ensemble
D = f z 2 C=jz ¡ aj < r g.

La n¶ecessit¶e des d¶e¯nitions suivantes est apparue au cours du XIX µeme siµecle. Elles se
substituent aux conceptsintuitifs qui avaient pr¶evalu jusque lµa.

D¶e¯nition 3.1.2 On a
(i) Une suite r¶eelle (un )n2 N converge vers l si tout interval le ouvert contenant l contient
tous les termes de la suite sauf un nombre ¯ni.

On dit qu'une suite r¶eelle converge vers l par valeurs sup¶erieures (resp. inf¶erieures) si
de plus tous les termes de la suite sauf un nombre ¯ni sont plus grands que l (resp. plus
petits que l).

Une suite complexe(un )n2 N convergevers l si tout disqueouvert contenant l contient tous
les termes de la suite sauf un nombre ¯ni.

(ii) Une suite r¶eelle (un )n2 N tend vers + 1 si tout interval le ]A; + 1 [ contient tous les
termes de la suite sauf un nombre ¯ni.

Une suite r¶eelle (un )n2 N tend vers ¡1 si tout interval le ] ¡ 1 ; A[ contient tous les termes
de la suite sauf un nombre ¯ni.

On peut formaliser cesd¶e¯nitions d'une autre fa»con, qui s'avµere bien pratique puisqu'elle
setraduit sousforme d'in¶egalit¶es:

D¶e¯nition 3.1.3 On a
(i) Une suite (un )n2 N (r ¶eelle ou complexe)converge vers l si :

8" > 0 ; 9N 2 N ; 8n ¸ N ; jun ¡ l j < "

(ii) Une suite r¶eelle (un )n2 N tend vers + 1 si :

8A ; 9N 2 N ; 8n ¸ N ; un > A

Une suite r¶eelle (un )n2 N tend vers ¡1 si :

8A ; 9N 2 N ; 8n ¸ N ; un < A

Remarque imp ortan te : D'aprµesle (i ) de la d¶e¯nition 3:1:3, dire qu'une suite (un )n2 N

(r¶eelle ou complexe) converge vers l signi¯e que la suite (un ¡ l )n2 N converge vers 0, ou
encoreque la suite (jun ¡ l j)n2 N convergevers 0.

Prop osition 3.1.4 Si une suite admet une limite, ¯nie ou in¯nie, celle-ci est unique.
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Preuve : montrons-le par l'absurde dans le casd'une suite r¶eelle.
Supposonsque la suite r¶eelle (un )n2 N admette deux limites ¯nies l1 et l2 avec l1 < l2.
L'in tervalle ]l1 ¡ 1; l1+ l2

2 [ qui contient l1, contient tous les termes de la suite sauf un nom-
bre ¯ni. Donc l'in tervalle ] l1+ l2

2 ; l2 + 1[, qui contient l2, ne contient qu'un nombre ¯ni de
termes de la suite, ce qui contredit la convergencede la suite vers l2.
Supposonsmaintenant quel1 est ¯nie et l2 in¯nie. On peut supposerl2 = + 1 . L'in tervalle
]l1 ¡ 1; l1 + 1[ qui contient l1, contient tous les termesde la suite sauf un nombre ¯ni. Donc
l'in tervalle ]l1+ 1; + 1 [ ne contient qu'un nombre ¯ni de termesde la suite, cequi contredit
le fait que la suite admette + 1 commelimite.
Supposonsmaintenant que l1 = ¡1 et l2 = + 1 . L'in tervalle ] ¡ 1 ; 0[ contient tous les
termes de la suite sauf un nombre ¯ni donc cen'est pas le caspour l'in tervalle ]0; + 1 [, ce
qui contredit le fait que la suite admette + 1 commelimite.

Une suite qui converge est une suite qui tend vers une limite ¯nie .

Si une suite ne convergepas on dit qu'elle diverge. Une suite divergentepeut donc ne pas
avoir de limite ou admettre une limite in¯nie.

Remarque : -Si l'on modi¯e lespremiers termesou un nombre ¯ni de termesd'une suite
on ne changepas son comportement µa l'in¯ni (le fait qu'elle admette une limite ou pas et
la valeur de cette limite si elle existe).

Exemples : lim
n! + 1

1
n = 0 donc la suite

¡ 1
n

¢
n2 N¤ converge.

lim
n! + 1

p
n = + 1 donc la suite (

p
n)n2 N diverge.

(¡ 1)n + 1
n n'admet pas de limite donc la suite (( ¡ 1)n + 1

n )n2 N¤ diverge.

D¶e¯nition 3.1.5 Soit (un )n2 N une suite r¶eelle.
1. On dit que la suite (un )n2 N est major¶ee si il existe un r¶eel M tel que un · M pour
tout entier naturel n:

2. On dit quela suite (un )n2 N est minor¶eesi il existe un r¶eel m tel queun ¸ m pour tout
entier naturel n:

3. On dit que la suite (un )n2 N est born¶ee si elle est major¶ee et minor¶ee, c'est µa dire s'il
existe deux r¶eelsm; M tels que m · un · M pour tout entier naturel n:

Remarque : La suite (un )n2 N est born¶eesi et seulement si il existeC > 0 tel quejun j · C
pour tout entier n:

Prop osition 3.1.6 Toute suite convergenteest born¶ee.

Preuve : Si une suite convergeversl , il su±t de remarquerque l'in tervalle born¶e ]l ¡ 1; l + 1[
contient tous les termes de la suite sauf un nombre ¯ni. Les termes en nombre ¯ni,
n'appartenant pas µa ]l ¡ 1; l + 1[, appartiennent µa un intervalle born¶e.

Remarque : La r¶eciproque est fausse.La suite (( ¡ 1)n )n2 N en est un contre-exemple. En
e®et,la suite (( ¡ 1)n )n2 N ne convergepas puisque les intervalles ] ¡ 2; 0[ et ]0; 2[ contien-
nent tous deux une in¯nit ¶e de termes de la suite.
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Il est parfois plus facile d'¶etudier les suites (u2n )n2 N et (u2n+1 )n2 N que la suite (un )n2 N,
d'oµu l'in t¶er̂et de cette proposition :

Prop osition 3.1.7 La suite (un )n2 N tend vers l si et seulementsi les suites (u2n )n2 N et
(u2n+1 )n2 N tendent vers l . (l peut être ¯nie ou in¯nie).

Preuve : nous traiterons seulement le cas oµu la limite l est ¯nie. Supposonsque la suite
(un )n2 N converge vers l . Un intervalle ouvert contenant l contient tous les termes de la
suite (un )n2 N sauf un nombre ¯ni, donc il contient tous les termes d'indice pair et tous
les termes d'indice impair de la suite (un )n2 N sauf un nombre ¯ni. Les suites (u2n )n2 N et
(u2n+1 )n2 N convergent donc vers l .
R¶eciproquement, supposonsque les suites (u2n )n2 N et (u2n+1 )n2 N convergent vers l . Un
intervalle ouvert contenant l contient tous les termesd'indice pair de la suite (un )n2 N sauf
un nombre ¯ni et tous les termes d'indice impair de la suite (un )n2 N sauf un nombre ¯ni.
Il contient donc tous les termes de la suite (un )n2 N sauf un nombre ¯ni. La suite (un )n2 N

convergedonc vers l .

Limites des suites de r¶ef¶erence

Prop osition 3.1.8 Soit q un nombre complexeet ® un r¶eel.
- Si jqj < 1, la suite complexe(qn )n2 N converge vers 0.
- Si q > 1 (q 2 R), la suite r¶eelle (qn )n2 N tend vers + 1 .
- Si ® > 0, (n®)n2 N¤ tend vers + 1 .
- Si ® < 0, (n®)n2 N¤ converge vers 0.

3.2 Op¶erations sur les limites

Beaucoupde suitess'expriment µa l'aide de la somme,du produit, du quotient de suitesde
r¶ef¶erence(dont on connait la limite), d'oµu l'in t¶er̂et d'¶enoncerce type de propri¶et¶es:

Prop osition 3.2.1 On a :
(i) Si (un )n2 N convergevers l et (vn )n2 N convergevers l0 alors (un + vn )n2 N convergevers
l + l0.
(ii) Dans R, si (un )n2 N convergevers l ou tend vers + 1 (resp. ¡1 ) et (vn )n2 N tend vers
+ 1 (resp. ¡1 ) alors (un + vn )n2 N tend vers + 1 (resp. ¡1 ).
(iii) Si (un )n2 N converge vers l et (vn )n2 N converge vers l0 alors (unvn )n2 N converge vers
l l0.
(iv) Si (un )n2 N convergevers l 6= 0 ou tend vers 1 et (vn )n2 N tend vers 1 alors (unvn )n2 N

tend vers 1 .
(v) Si (un )n2 N converge vers l 6= 0 alors ( 1

un
)n2 N converge vers 1

l .
(vi) Si (un )n2 N tend vers §1 alors ( 1

un
)n2 N converge vers 0.

(vii) Dans R, si (un )n2 N converge vers 0 par valeurs sup¶erieures (resp. inf¶erieures) alors
( 1

un
)n2 N (si elle est d¶e¯nie) tend vers + 1 (resp. ¡1 ).

Exemple : Soit vn = 1+ 1
2 + 1

4 + ¢¢¢+ 1
2n . On a vn = 1¡ (1=2)n +1

1¡ 1=2 donc lim
n! + 1

vn = 1¡ 0
1¡ 1=2 = 2.

Exercice : Et la sommed'une suite convergente et d'une suite divergente ou la somme
de deux suites divergentes, que peut-on en dire? Et le produit?
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3.3 Passage µa la limite dans les in¶egalit ¶es

Pour obtenir desrenseignements sur la limite d'une suite r¶eelle,il est parfois plus pratique
de la comparerµa dessuites de r¶ef¶erenceou en tout casplus simplesµa ¶etudier. Nous avons
alors besoinde ce genrede propri¶et¶es:

Prop osition 3.3.1 Les suites (un )n2 N, (vn )n2 N et (wn )n2 N sont r¶eelles.
(i) Si 8n 2 N ; un · vn et limn! + 1 un = + 1 alors limn! + 1 vn = + 1 .
(ii) Si 8n 2 N ; un · vn et limn! + 1 vn = ¡1 alors limn! + 1 un = ¡1 .
(iii) Si 8n 2 N ; un · vn et limn! + 1 un = l, limn! + 1 vn = l0 alors l · l0.
(iv) Si 8n 2 N ; un · wn · vn et limn! + 1 un = limn! + 1 vn = l alors limn! + 1 wn = l.
(Les gendarmes).

Preuve : (i) Tout intervalle ]a;+ 1 [ contient tous les termes de la suite (un )n2 N sauf
un nombre ¯ni, il contient donc clairement d'aprµes l'in ¶egalit¶e tous les termes de la suite
(vn )n2 N sauf un nombre ¯ni.
(ii) Semontre de la mêmefa»con que (i).
(iii) Nous allons faire une d¶emonstration par l'absurde. Supposonsque l > l 0. L'in tervalle
]l0 ¡ 1; l+ l0

2 [ contient l0 donc contient tous les termes de la suite (vn )n2 N sauf un nombre
¯ni. D'aprµesl'in ¶egalit¶e l'in tervalle ] l+ l0

2 ; l + 1[ qui contient l ne contient qu'un nombre ¯ni
de termes de la suite (un )n2 N. Ce qui contredit la convergencede (un )n2 N vers l . Donc
l · l0.
(iv) Tout intervalle contenant l contient tous lestermesde la suite (un )n2 N saufun nombre
¯ni et tous les termes de la suite (vn )n2 N sauf un nombre ¯ni. D'aprµes l'encadrement il
contient donc tous les termes de la suite (wn )n2 N sauf un nombre ¯ni.

Remarque : Si dans (iii ) on remplace l'in ¶egalit¶e large par une in¶egalit¶e stricte dans
l'hypothµese,l'in ¶egalit¶e stricte n'est pas conserv¶eedans la conclusion.
Par exemple,pour tout n ¸ 1 on a 1 ¡ 1

n < 1+ 1
n et pourtant lim

n! + 1
1 ¡ 1

n = lim
n! + 1

1+ 1
n .

Exemple : Pour tout n ¸ 1 on a n! ¸ 2n¡ 1 et lim
n! + 1

2n¡ 1 = + 1 donc lim
n! + 1

n! = + 1 .

Application
Il y a un lien entre la convergencedessuites r¶eelleset celle dessuites complexes:

Prop osition 3.3.2 Une suite complexe(un )n2 N convergevers l si et seulementsi (Reun )n2 N

converge vers Rel et (I m un )n2 N converge vers I m l.

Preuve : en utilisant l'¶egalit¶e un = Reun + i I m un et la proposition 3:2:1 on a la premiµere
partie de la proposition. Les in¶egalit¶esjReun ¡ Rel j · jun ¡ l j et jI m un ¡ I m l j · jun ¡ l j
et la proposition 3:3:1 donnent la deuxiµemepartie de la proposition.

4 Th ¶eorµemes fondamen taux

Dans cette partie les suites sont r¶eelles.
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4.1 Sens de variation d'une suite

D¶e¯nition 4.1.1 Soit (un )n2 N une suite r¶eelle.
1. On dit que la suite (un )n2 N est croissante si pour tout entier naturel n;

un · un+1 :

2. On dit que la suite (un )n2 N est d¶ecroissante si pour tout entier naturel n;

un ¸ un+1 :

3. On dit que la suite (un )n2 N est monotone si elle est croissanteou d¶ecroissante.

D¶e¯nition 4.1.2 Soit (un )n2 N une suite r¶eelle.
1. On dit que la suite (un )n2 N est strictement croissante si pour tout entier naturel n;

un < un+1 :

2. On dit que la suite (un )n2 N est strictement d¶ecroissante si pour tout entier naturel n;

un > un+1 :

3. On dit que la suite (un )n2 N est strictement monotone si elle est strictement croissante
ou strictement d¶ecroissante.

Exemple : Soit (an )n2 N une suite r¶eelle;on d¶e¯nit la suite (un )n2 N par

un = a0 + a1 + ¢¢¢+ an

Si l'on supposeque pour tout n dans N, an ¸ 0 alors la suite (un )n2 N est croissante. En
e®et,pour tout n, un+1 ¡ un = an+1 ¸ 0.

4.2 Th ¶eorµemes donnan t l'existence d'une limite

Nous admettons la propri¶et¶e fondamentalesuivante :

Les segments embô³t ¶es : Soit une suite de segmentsemboit¶es

¢¢¢½ [an+1 ; bn+1 ] ½ [an ; bn ] ½ ¢¢¢½ [a1; b1] ½ [a0; b0];

tous non vide, telle que (bn ¡ an )n2 N converge vers z¶ero. Alors il existe un seul nombre
r¶eel commun µa tous les interval les [an ; bn ], pour n 2 N:

Th ¶eorµeme 4.2.1 Soit (un )n2 N une suite croissante. Alors

(i) ou bien (un )n2 N est major¶ee et alors (un )n2 N converge.

(ii) ou bien (un )n2 N n'est pas major¶ee et alors (un )n2 N tend vers + 1 .
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Preuve : (m¶etho de de dic hotomie ) Soit (un )n2 N une suite croissante.

(i) On supposeen plus que (un )n2 N est major¶ee. Donc il existe un r¶eelM tel que un · M
pour tout entier naturel n:
Si la suite est stationnaire (tous les termes¶egauxµa partir d'un certain rang) elle converge.
Supposonsmaintenant que »ca n'est pas le cas.
PosonsI 0 = [u0; M ]. Tous les termes de la suite sont dans I 0.
L'un seulement des deux intervalles [u0; u0+ M

2 ] et [u0+ M
2 ; M ] contient tous les termes de

la suite sauf un nombre ¯ni; on note I 1 cet intervalle. En e®et:
- Si [u0+ M

2 ; M ] ne contient aucun terme de la suite, [u0; u0+ M
2 ] contient tous les termes de

la suite.
- Si [u0+ M

2 ; M ] contient un0 , (un )n2 N ¶etant croissante, pour tout n ¸ n0, un 2 [u0+ M
2 ; M ],

et donc [u0+ M
2 ; M ] contient tous les termes de la suite sauf un nombre ¯ni. Et par contre,

la suite n'¶etant pas stationnaire, [u0; u0+ M
2 ] ne contient qu'un nombre ¯ni de termes de la

suite.
En r¶eit¶erant le proc¶ed¶e on construit une suite d'in tervalles embô³t¶es I n = [an ; bn ] de
longueur M ¡ u0

2n telle que chacun contienne tous les termes de la suite (un )n2 N sauf un
nombre ¯ni. Puisque M ¡ u0

2n tend vers 0, il existe un unique nombre l appartenant µa tous
les I n . (un )n2 N convergedonc vers l .
(ii) On supposeen plus que (un )n2 N n'est pas major¶ee. Donc pour tout r¶eel M > 0; on
peut trouver un ¶el¶ement un0 de la suite (un )n2 N tel que un0 > M ; commela suite (un )n2 N

est croissante alors un > M ; pour tout n ¸ n0: En conclusion(un )n2 N tend vers + 1 .

Th ¶eorµeme 4.2.2 Soit (un )n2 N une suite d¶ecroissante. Alors

(i) ou bien (un )n2 N est minor¶ee et alors (un )n2 N converge.

(ii) ou bien (un )n2 N n'est pas minor¶ee et alors (un )n2 N tend vers ¡1 .

Preuve : Il su±t de consid¶erer la suite (¡ un )n2 N et de remarquer que si (un )n2 N est
d¶ecroissante alors (¡ un )n2 N est croissante, si (un )n2 N est minor¶eealors (¡ un )n2 N est ma-
jor¶eeet d'appliquer le th¶eorµemepr¶ec¶edent.

D¶e¯nition 4.2.3 On appelle suites adjacentes deux suites (an )n2 N et (bn )n2 N v¶eri¯ant
les propri¶et¶es :
(i) (an )n2 N est croissante.
(ii) (bn )n2 N est d¶ecroissante.
(iii) bn ¡ an tend vers 0 quand n tend vers + 1 :

Th ¶eorµeme 4.2.4 Deux suites qui sont adjacentesconvergent vers la même limite.

Preuve : si (an )n2 N est croissante, (bn )n2 N est d¶ecroissante et bn ¡ an tend vers 0 quand n
tend vers + 1 , on obtient une suite de segments embô³t¶es

¢¢¢½ [an+1 ; bn+1 ] ½ [an ; bn ] ½ ¢¢¢½ [a1; b1] ½ [a0; b0] :

Alors il existe un seulnombre r¶eel l commun µa tous les intervalles [an ; bn ], pour n 2 N. On
a donc pour tout n, an · l · bn puis 0 · bn ¡ l · bn ¡ an et an ¡ bn · an ¡ l · 0. Puisque
bn ¡ an tend vers 0, par passageµa la limite dans les in¶egalit¶eson obtient que (an )n2 N et
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(bn )n2 N convergent vers l .

Exemple : Appro ximation de
p

2 : On considµere lessuites (an )n2 N et (bn )n2 N d¶e¯nies
dans les exempleshistoriques avec a = 2 et b0 = 2. On peut montrer par r¶ecurrenceque
pour tout n dans N on a

an < an+1 < bn+1 < bn

On en d¶eduit que les deux suites convergent, que leur limite est commune et qu'elle vautp
2. On a alors pour tout n dans N, an <

p
2 < bn .

On obtient les approximations suivantes de
p

2 :

a0 = 1;a1 =
4
3

= 1; 3333333333: : : ; a2 =
24
17

= 1; 4117647058: : :

b0 = 2;b1 =
3
2

= 1; 5000000000: : : ; b2 =
17
12

= 1; 4166666666: : : ;

a3 =
816
577

= 1; 4142114384: : : ; a4 =
941664
665857

= 1; 4142135623: : :

b3 =
577
408

= 1; 4142156862: : : ; b4 =
665857
470832

= 1; 4142135623: : :

Aveccette m¶ethode nouspouvonsdonc obtenir autant de d¶ecimalesque l'on veut du nom-
bre

p
2. Remarquezque la convergencedu proc¶ed¶e est tr µesrapide.

4.3 Borne sup¶erieure

D¶e¯nition 4.3.1 (i) Un sous-ensembleA de R est dit major¶e s'il existe un nombre M
plus grand que tous les ¶el¶ementsde A.
(ii) Un sous-ensembleA de R est dit minor¶e s'il existe un nombre m plus petit que tous
les ¶el¶ementsde A.

On a la propri¶et¶e fondamentalesuivante :

Existence de la borne sup¶erieure

(i) Soit A un sous-ensemblede R non vide et major¶e. A admet une borne sup¶erieure,
c'est-µa-dire un nombre, not¶e supA, unique, v¶eri¯ant la propri¶et¶e suivante : quel que soit
le nombre B < supA, il existe un ¶el¶ement x de A tel que B < x.
(ii) Soit A un sous-ensemblede R non vide et minor¶e. A admet une borne inf¶erieure,
c'est-µa-dire un nombre, not¶e inf A, unique, v¶eri¯ant la propri¶et¶e suivante : quel que soit
le nombre B > inf A, il existe un ¶el¶ement x de A tel que B > x.

Remarque : Cette propri¶et¶e est ¶equivalente µa celle dessegments emboit¶es.

Exemples : sup[0; 1] = 1, sup[0; 1[= 1, inf f 1=n;n 2 N¤g = 0. Si (un )n2 N est une suite
croissante major¶eealors supf un ; n 2 Ng = lim

n! + 1
un .

Remarque : supA et inf A peuvent appartenir ou ne pas appartenir µa A.
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5 Que dire des suites qui n'on t pas de limite? (Compl ¶ement)

5.1 Exemples num ¶eriques

Nous avons repr¶esent¶e graphiquement les 50 premiers termes de la suite de terme g¶en¶eral
(¡ 1)n + 1

n (voir Figure 3.1), les 30 premiers termes de la suite de terme g¶en¶eral (¡ 1)np
n

(voir Figure 3.2), les 100 premiers termes de la suite de terme g¶en¶eral sinn (voir Figure
3.3) et les 50 premiers termes de la suite d¶e¯nie par la relation de r¶ecurrenceun+1 =
un + 2; 83un (1 ¡ un ) et u0 = 0; 3 (voir Figure 3.4). Que constatez-vous, µa part que ces
suites sont divergentes?
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5.2 Poin t d'accum ulation

D¶e¯nition 5.2.1 Un nombre r¶eel a est dit point d'accumulation d'une suite r¶eelle si tout
interval le ouvert contenant a contient un nombre in¯ni de termes de la suite.
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Remarque : "Un nombre in¯ni" ne signi¯e pas "tous les termes sauf un nombre ¯ni".
Lµa est la di®¶erenceentre la d¶e¯nition de la limite ¯nie et du point d'accumulation d'une
suite. Une suite peut avoir plusieurs points d'accumulation.

Exemples : Nous constatonsgraphiquement que :
- La suite (( ¡ 1)n + 1

n )n2 N¤ admet ¡ 1 et 1 commepoints d'accumulation.
- La suite (( ¡ 1)np

n)n2 N n'admet pas de point d'accumulation.
- La suite (sin n)n2 N admet tous lespoints del'in tervalle [¡ 1; 1] pour points d'accumulation.
- La suite (un )n2 N admet trois points d'accumulation.
Pour les deux premiers exemples, il n'est pas di±cile de prouver ce que l'on constate
graphiquement en consid¶erant la suite des termes d'indices pairs et celle des termes
d'indices impairs. Pour les deux exemplessuivants c'est plus di±cile.

La proposition suivante d¶ecouledirectement desd¶e¯nitions delimite et depoint d'accumulation
d'une suite :

Prop osition 5.2.2 Toute suite convergenteadmetsa limite commeuniquepoint d'accumulation.

Preuve : une suite qui convergevers l admet ¶evidemment l commepoint d'accumulation.
Supposonsqu'elle admette un autre point d'accumulation l0 6= l. On peut supposer que
l0 > l sansperte de g¶en¶eralit¶e. L'in tervalle ]l ¡ 1; l+ l0

2 [ contient tous les termes de la suite
sauf un nombre ¯ni, donc l'in tervalle ] l+ l0

2 ; l0+ 1[ ne contient qu'un nombre ¯ni de termes
de la suite. Ce qui contredit le fait que l0 soit un point d'accumulation de la suite.

Pour aller plus loin : Consid¶erons une suite (un )n2 N born¶ee par m et M . L'un au
moins des deux intervalles [m; m+ M

2 ] et [m+ M
2 ; M ] contient une in¯nit ¶e de termes de la

suite. Si l'on recommencel'op¶eration, on peut construire une suite d'in tervallesd'emboit¶es
contenant tous une in¯nit ¶e de termes de la suite. L'unique point appartenant µa tous ces
intervalles est alors un point d'accumulation de la suite. On obtient donc le th¶eorµeme
suivant :

Th ¶eorµeme 5.2.3 Toute suite born¶ee admet au moins un point d'accumulation.

6 Exercices

6.1 A prop os des in terv alles

1. Milieu : d¶eterminer le milieu des intervalles born¶es, c'est-µa-dire le nombre situ¶e µa
¶egaledistance desextr¶emit¶esde l'in tervalle.

2. Intervalles et in¶egalit¶es : caract¶eriser l'in tervalle ]a; b[ par une in¶egalit¶e de la forme
jx ¡ l j < " oµu l et " sont µa d¶eterminer en fonction de a et b.

3. Subdivision : soient x0; x1; : : : ; xn des nombres v¶eri¯an t a = x0 < x1 < ¢¢¢< xn =
b et tels que les intervalles [x i ¡ 1; x i ] pour i = 1; : : : ; n soient de longueur ¶egale.
D¶eterminer la longueur de cesintervalles puis l'expressionde x i en fonction de a, b,
n et i .
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4. Param¶etrage : on peut param¶etrer un intervalle born¶e de la fa»con suivante : tout
nombre de l'in tervalle [a; b] s'¶ecrit sous la forme a + t(b ¡ a) avec t appartenant µa
[0; 1]. Essayer de d¶emontrer cette propri¶et¶e. (On peut param¶etrer de mêmeles trois
autres typesd'in tervalles born¶es).

6.2 Quizz Les ¶enonc¶essuivants sont-ils vrais ou faux ? Justi¯er µa chaque fois la r¶eponse
donn¶ee.

1. Une suite born¶eeest convergente.

2. Une suite positive et non major¶eetend vers + 1 .

3. Si une suite a une limite strictement positive, tous sestermes sauf un nombre ¯ni
sont strictement positifs.

4. Une suite d'entiers convergente est stationnaire µa partir d'un certain rang.

5. Une suite positive tendant vers z¶ero est d¶ecroissante µa partir d'un certain rang.

6.3 D¶evelopp ement d¶ecimal

1. D¶eterminer toutes les d¶ecimalesdu nombre 58
41.

2. Soit le nombre r¶eel positif x dont le d¶eveloppement d¶ecimal est x = M ; d1d2d3 : : :
Montrer que lim

n! + 1
M + d1

10 + ¢¢¢+ dn
10n = x.

3. Calculer le nombre dont le d¶eveloppement d¶ecimal est 0; 9999: : :
Ce nombre admet un autre d¶eveloppement d¶ecimal. Lequel? Identi¯er les nombres
qui ont deux d¶eveloppements d¶ecimaux di®¶erents.

4. On considµerele nombre r¶eely dont le d¶eveloppement d¶ecimalp¶eriodiqueest0; 123123: : :
Montrer que y est un nombre rationnel que l'on calculera.
Mêmequestion avec le nombre r¶eel z dont le d¶eveloppement d¶ecimal p¶eriodique est
3; 9545454: : :

5. Enoncer une propri¶et¶e concernant les nombres r¶eelsdont le d¶eveloppement d¶ecimal
est p¶eriodique.

6. En cons¶equence,qu'en est-il du d¶eveloppement d¶ecimal de
p

2, ¼ou e?

6.4 Dire si lessuites suivantes sont convergentes, sont divergentes, admettent une limite :

un =
sinn

n
; vn =

µ
2n + 1
3n + 1

¶ n

; wn = n + (¡ 1)np
n

xn =
3n

n!
; yn =

an ¡ bn

an + bn (a; b 2 R¤+ ) ; zn = n2 + n cosn ; an = (¡ 1)n n2

n2 + 1
:

6.5 Les suites de terme g¶en¶eral un = 1p
n2+1

+ ¢¢¢+ 1p
n2+ n

et vn = 1p
n+1

+ ¢¢¢+ 1p
n+ n

sont-elles convergentes?
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6.6 On considµere la suite (un )n2 N¤ d¶e¯nie par

un = 1 +
1
2

+ ¢¢¢+
1
n

:

- Montrer que (un )n2 N¤ admet une limite.
- Montrer que u2n ¡ un est minor¶eepar un nombre strictement positif.
- En d¶eduire que (un )n2 N¤ divergeet d¶eterminer sa limite.

6.7 Montrer que la suite de terme g¶en¶eral un = 1
n+1 + 1

n+2 + ¢¢¢+ 1
n+ n est born¶ee. Est-elle

convergente?

6.8 Approximation de ¼:
Soit an le demi-p¶erimµetre du polygone µa 3 £ 2n côt¶es, circonscrit au cerclede rayon 1 et
bn le demi-p¶erimµetre du polygone µa 3 £ 2n côt¶es, inscrit dans le cercle de rayon 1. On
a a1 = 2

p
3, b1 = 3 (cas de l'hexagone) et par des consid¶erations g¶eom¶etriques on a les

relations suivantes ½ 2
an +1

= 1
an

+ 1
bn

bnan+1 = b2
n+1

connues sous le nom de formules d'Arc himµede. Les approximations successives de ¼
s'obtiennent en doublant µa chaque fois le nombre de côt¶es des polygones. Nous allons
montrer que les suites (an )n2 N¤ et (bn )n2 N¤ convergent e®ectivement vers la mêmelimite
(qui est ¼).
Montrer par r¶ecurrencesur n que pour tout n dans N¤ on a an > an+1 > bn+1 > bn . En
d¶eduire que les suites (an )n2 N¤ et (bn )n2 N¤ convergent, puis qu'elles ont mêmelimite.

6.9 On considµere les suites (un )n2 N et (vn )n2 N d¶e¯nies par :

0 < u0 < v0 ; vn+1 =
1
2

(un + vn ) et un+1 =
2unvn

un + vn
:

Montrer que pour tout n 2 N un < vn . En d¶eduire que les suites sont convergentes vers la
mêmelimite. En ¶etudiant la suite (unvn )n2 N, d¶eterminer cette limite.

6.10 On considµere la suite de terme g¶en¶eral

un = 1 ¡
1
2

+
1
3

¡
1
4

+ ¢¢¢+ (¡ 1)n¡ 1 1
n

:

Montrer que lessuites(u2n )n2 N¤ et (u2n+1 )n2 N sont adjacentes. En d¶eduire la convergence
de la suite (un )n2 N vers un nombre l. D¶eterminer des nombres rationnels a et b tels que
a < l < b et b¡ a · 0; 2.

6.11 Montrer que les suites de terme g¶en¶eral

un = 1 +
1
1!

+
1
2!

+ ¢¢¢+
1
n!

et vn = un +
1

nn!

convergent vers une limite commune. Cette limite est e. Montrer que e est irrationnel.


